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Ïðåäèñëîâèå

Âíèìàíèþ ÷èòàòåëÿ ïðåäëàãàåòñÿ êîíñïåêò, ñîñòàâëåííûé íà îñíîâå êóð-
ñîâ ëåêöèé �Îñíîâû ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè� è �Ìíîãîêðèòåðè-
àëüíûå ñèñòåìû ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé�, ÷èòàâøèõñÿ ä.ô.-ì.í. À.Â. Ëî-
òîâûì íà ôàêóëüòåòå Âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èì.
Ì.Â. Ëîìîíîñîâà â 1996-2013 ãîäàõ. Êîíñïåêò áûë ïåðåðàáîòàí è äîïîëíåí
äîöåíòîì ÂÌèÊ ÌÃÓ, ê.ô.-ì.í. È.È. Ïîñïåëîâîé.

Êîíñïåêò ïðåäíàçíà÷åí â ïåðâóþ î÷åðåäü äëÿ ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ
êàôåäðû ñèñòåìíîãî àíàëèçà è êàôåäðû èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé ôàêóëüòå-
òà ÂÌèÊ, íî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí âñåìè, êòî èíòåðåñóåòñÿ ïðîáëåìàìè
ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè è çíàêîì ñ îñíîâàìè ñêàëÿðíîé (îäíî-
êðèòåðèàëüíîé) îïòèìèçàöèè.
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Ââåäåíèå

Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ,
êîãäà íåëüçÿ îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì åäèíñòâåííîãî êðèòåðèÿ âûáîðà
ðåøåíèÿ. Ïîïûòêà ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìàëèçàöèè òàêèõ çàäà÷ ïðèâåëà ê
ñîçäàíèþ òåîðèè ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ
ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ïîääåðæêè ëèö, ïðèíèìà-
þùèõ ðåøåíèÿ, ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ êðèòåðèåâ âûáîðà. Äàííûé êîí-
ñïåêò ëåêöèé ïîñâÿùåí îñíîâàì òåîðèè ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè
è ìåòîäîâ ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè íåñêîëüêèõ êðèòåðèÿõ.

Íàäî îòäàâàòü ñåáå îò÷åò â òîì, ÷òî èìååòñÿ ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè-
÷èå ìåæäó òåîðèåé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè (ÌÊÎ) è ïðàêòèêîé
ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, îñíîâàííûõ íà åå èñ-
ïîëüçîâàíèè. Òåîðèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè � ýòî ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ äèñöèïëèíà, áàçèðóþùàÿñÿ íà àêñèîìàõ âûáîðà ðåøåíèÿ è èçó÷à-
þùàÿ ñëåäñòâèÿ ýòèõ àêñèîì. Îíà ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì òåîðèè îáû÷íîé,
îäíîêðèòåðèàëüíîé, îïòèìèçàöèè.

Íàïðîòèâ, ìåòîäû ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé � ýòî ïðèêëàäíàÿ äèñ-
öèïëèíà, ÿâëÿþùàÿñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, êîòî-
ðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîé ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêîé, à áàçèðóåòñÿ íà çíàíèÿõ î
ëèöå, ïðèíèìàþùåì ðåøåíèå (ËÏÐ). Ïîä ëèöîì, ïðèíèìàþùèì ðåøåíèå,
ïðèíÿòî ïîíèìàòü ÷åëîâåêà èëè ãðóïïó ëèö, îòâåòñòâåííûõ çà âûáîð äåé-
ñòâèÿ, ðåøåíèÿ â êàêîé-ëèáî îáëàñòè. Îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ìåòîäîâ
îäíîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè, ìåòîäû ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçà-
öèè òðåáóþò àêòèâíîãî ó÷àñòèÿ ËÏÐ â ïðîöåññå ïîèñêà ïðåäïî÷òèòåëüíî-
ãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ïîíèìàíèå ñóùíîñòè ïðîöåññà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ è
âîçìîæíîñòåé ÷åëîâåêà â ýòîì ïðîöåññå ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé àíàëèçà ìåòî-
äîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ïîääåðæêè ËÏÐ. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâîé òåî-
ðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ÷åëîâåêà, â ñâÿçè ñ ÷åì ýòà òåîðèÿ
ïðèíàäëåæèò ê ñîöèàëüíî-ïñèõîëîãè÷åñêèì äèñöèïëèíàì, õîòÿ, êîíå÷íî,
èñïîëüçóåò ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû.

Íàäî ñðàçó ñêàçàòü, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ êîíöåïöèé, çà÷àñòóþ íå ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé, à
èíîãäà è ïðîòèâîðå÷àùèõ äðóã äðóãó (ñì. [9]). Òàêàÿ ñèòóàöèÿ îáúÿñíÿåò-
ñÿ òåì, ÷òî òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé âîçíèêëà, ïî êðàéíåé ìåðå, èç òðåõ
èñòî÷íèêîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì îòðàñëÿì ÷åëîâå÷åñêîãî çíàíèÿ,
êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ è ÿçûêîì, è ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì ýòè
òðè èñòî÷íèêà.

1. Ýêîíîìè÷åñêàÿ òåîðèÿ, êîòîðàÿ îáúÿñíÿåò è ïðåäñêàçûâàåò ýêîíî-
ìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ëþäåé, ò.å. ïîâåäåíèå â îáëàñòè ïðîèçâîäñòâà, îáìåíà è
ïîòðåáëåíèÿ. Ýòà òåîðèÿ ïðèâíåñëà â òåîðèþ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé òàêîå áàçî-
âîå ïîíÿòèå, êàê ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè. Âñå æå, ê òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
ýêîíîìè÷åñêàÿ òåîðèÿ èìååò ëèøü êîñâåííîå îòíîøåíèå, òàê êàê åå çàäà÷à
� îïèñàíèå õàðàêòåðíîãî ïîâåäåíèÿ ÷åëîâåêà (à âîâñå íå åãî ïîääåðæêà
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â ïðîöåññå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé). Ïîýòîìó ýêîíîìè÷åñêàÿ òåîðèÿ èñïîëüçóåò
ïðîñòóþ ìîäåëü ðàçóìíîãî ÷åëîâåêà � îãðàíè÷åííîãî, íî ëîãè÷íîãî ñóùå-
ñòâà (ïî ñóùåñòâó, àâòîìàòà), äåéñòâèÿ êîòîðîãî íàïðàâëåíû íà ìàêñèìè-
çàöèþ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè. Ýòà ìîäåëü ïîêàçàëà ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü ïðè
àíàëèçå ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîáëåì. Â òî æå âðåìÿ, ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ
ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ÷åëîâåêîì òàêîé ïîäõîä íå ñëèøêîì ýôôåê-
òèâåí � ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè îáû÷íî çàðàíåå íå èçâåñòíà, è, áîëåå òîãî, åå
ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòî âûçûâàåò ñîìíåíèå.

2. Ïñèõîëîãèÿ, ò.å. íàóêà, èçó÷àþùàÿ ïñèõèêó ÷åëîâåêà, â òîì ÷èñëå
è åãî ïîâåäåíèå. Îäíîé èç öåëåé ïñèõîëîãèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå àäåêâàò-
íûõ ìîäåëåé ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ÷åëîâåêîì â ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ, òàê ÷òî
àïðèîðíûå ìîäåëè ÷åëîâå÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ (òèïà ìàêñèìèçàöèè ïîëåçíî-
ñòè) õîòÿ è âñòðå÷àþòñÿ â ïñèõîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, íå îïðåäåëÿþò
èõ îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïñèõîëîãèÿ âêëþ÷àåò ñîâî-
êóïíîñòü ðàçëè÷íûõ êîíêóðèðóþùèõ ìîäåëåé ÷åëîâåêà � îò ïðîñòåéøåé
ìîäåëè ïîâåäåíèÿ â âèäå ðåàêöèè íà ñòèìóëû äî ñëîæíåéøèõ êîíöåïöèé
ìåíòàëüíûõ (óìñòâåííûõ) ìîäåëåé, èñïîëüçóåìûõ ÷åëîâåêîì äëÿ ïðåäñêà-
çàíèÿ ðåàêöèè îêðóæàþùåãî ìèðà íà åãî âîçìîæíûå äåéñòâèÿ. Ïðè ýòîì
÷àñòî ó÷èòûâàåòñÿ ñîöèàëüíàÿ îáóñëîâëåííîñòü ïðåäïî÷òåíèé è ïðèâû÷åê
îòäåëüíîãî ÷åëîâåêà. Òàêèå ìîäåëè â òîé èëè èíîé ñòåïåíè ÿâëÿþòñÿ îáîá-
ùåíèåì ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ÷åëîâåêîì è íàáëþäåíèé íàä íèì. Íà-
äî, îäíàêî, ïðèçíàòü, ÷òî àíàëèçèðîâàòü çíàíèÿ, äîáûòûå ýêñïåðèìåíòàëü-
íîé è òåîðåòè÷åñêîé ïñèõîëîãèåé, çíà÷èòåëüíî òðóäíåå, ÷åì èçó÷àòü ïðî-
ñòóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, ïîýòîìó
êîíöåïöèÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè òàêæå èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ ïñèõîëîãàìè,
îñîáåííî â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ.

3. Èíæåíåðíîå íàïðàâëåíèå ñâÿçàíî ñ ïðàêòè÷åñêèì ïðèìåíåíèåì
ìåòîäîâ ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ðàçðàáîòêà òàêèõ
ìåòîäîâ íà÷àëîñü ïîñëå Âòîðîé ìèðîâîé âîéíû, à ñ ïîÿâëåíèåì êîìïüþòå-
ðîâ íà÷àëîñü ñîçäàíèå êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
(ÑÏÏÐ). Äëÿ èíæåíåðíîãî ïîäõîäà ãëàâíûì ÿâëÿåòñÿ íå òåîðåòè÷åñêèé ðå-
çóëüòàò, à ðàáîòàþùàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü óñïåøíî èñïîëüçîâàíà
ëþäüìè ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèé. Íà÷àâ ñ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ îäíîêðèòå-
ðèàëüíîé îïòèìèçàöèè è ïðîñòåéøèõ ôîðì ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, ñîçäàòå-
ëè ÑÏÏÐ áûëè âûíóæäåíû îáðàòèòüñÿ ê áîëåå ñëîæíûì ïîñòàíîâêàì, â
òîì ÷èñëå è ê ìíîãîêðèòåðèàëüíûì. Â ñâÿçè ñ øèðîêèì ðàñïðîñòðàíåíèåì
ÑÏÏÐ ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêîì âàæíîãî (÷àñòî íåãàòèâíîãî) îïûòà, êîòîðûé
òðåáóåò ñâîåãî îñìûñëåíèÿ. Ýòî îïðåäåëÿåò óñèëåíèå âëèÿíèÿ èíæåíåðíîãî
íàïðàâëåíèÿ íà òåîðèþ ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ñèíòåç ðàçëè÷íûõ

êîíöåïöèé è ïðàêòè÷åñêîãî îïûòà, îñîáåííî îïûòà ñîçäàíèÿ è èñïîëüçî-
âàíèÿ ÑÏÏÐ, ñòàë îñíîâîé áûñòðîãî ðàçâèòèÿ òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé,
íàáëþäàåìîãî â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Ðàçðàáîòàíî îãðîìíîå ÷èñëî ïîäõîäîâ è
ìåòîäîâ äëÿ àíàëèçà øèðîêîãî êëàññà ïðîáëåì, â òîì ÷èñëå è ìåòîäû ïîä-
äåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè íåñêîëüêèõ êðèòåðèÿõ, â óñëîâèÿõ íåîïðå-
äåëåííîñòè è ðèñêà, ïðè íàëè÷èè âåðáàëüíûõ (ñëîâåñíûõ) ìîäåëåé è ò.ä.
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Äàííàÿ êíèãà ïîñâÿùåíà íåêîòîðûì âàæíåéøèì àñïåêòàì ìíîãîêðèòåðè-
àëüíîé îïòèìèçàöèè � òåîðèè è ìåòîäàì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè ìíîãèõ
êðèòåðèÿõ â óñëîâèÿõ îïðåäåëåííîñòè íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ðåøåíèé è êîëè÷åñòâåííûõ êðèòåðèåâ âû-
áîðà ðåøåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìíîãèå âîïðîñû òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
îñòàëèñü çà ïðåäåëàìè êíèãè. Â ÷àñòíîñòè, â íåé íå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìå-
òîäû ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè è ðèñêà,
à òàêæå ìåòîäû, ïðèìåíÿåìûå â ýêñïåðòíûõ ÑÏÏÐ, êîòîðûå áàçèðóþòñÿ
íà ïðåäîñòàâëåíèè ïîëüçîâàòåëÿì çíàíèé ýêñïåðòîâ â âèäå îïðåäåëåííîé
ñòðóêòóðû, óäîáíîé äëÿ òåõ, êòî ïîëüçóåòñÿ ýòèìè çíàíèÿìè (ñì., íàïðè-
ìåð, ãë. 9 è 10 â êíèãå [9]).

Äëÿ òîãî ÷òîáû áîëåå òî÷íî îïèñàòü êðóã çàäà÷, èçó÷àåìûõ â äàííîé
êíèãå, ðàññìîòðèì øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîå ïðåäñòàâëåíèå î
ñòðóêòóðå ïðîöåññà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ñôîðìóëèðîâàííîå ëàóðåàòîì Íîáå-
ëåâñêîé ïðåìèè Ãåðáåðòîì Ñàéìîíîì1) åùå â 1960 ãîäó. Îí âûäåëÿë ÷åòûðå
îñíîâíûõ ýòàïà ýòîãî ïðîöåññà:

1) èäåíòèôèêàöèÿ ïðîáëåìû è ñáîð èíôîðìàöèè,

2) âûäåëåíèå îòíîñèòåëüíîãî íåáîëüøîãî ÷èñëà àëüòåðíàòèâíûõ âàðèàí-
òîâ äåéñòâèÿ,

3) îêîí÷àòåëüíûé âûáîð íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîãî âàðèàíòà íà îñíî-
âå äåòàëüíîãî àíàëèçà îòîáðàííûõ àëüòåðíàòèâ,

4) ïðèìåíåíèå âûáðàííîãî âàðèàíòà è àíàëèç èíôîðìàöèè, ïîëó÷åííîé
â ýòîì ïðîöåññå.

Ñîáñòâåííî ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà âòîðîì è òðåòüåì ýòà-
ïàõ, êîòîðûå ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ. Âûäåëåíèå ìàëîãî ÷èñëà àëüòåðíàòèâ
èç áîëüøîãî (÷àñòî áåñêîíå÷íîãî) ÷èñëà âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ äåéñòâèÿ
íà âòîðîì ýòàïå òðåáóåò âñåñòîðîííåãî (ò.å. ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî) àíàëèçà
ýòèõ âàðèàíòîâ. Ïðè ýòîì àíàëèç áîëüøîãî ÷èñëà âàðèàíòîâ ìîæåò áûòü
äîâîëüíî ãðóáûì, íî äîëæåí ïî âîçìîæíîñòè âêëþ÷àòü âñå òàêèå âàðèàí-
òû. Íà òðåòüåì ýòàïå, íàîáîðîò, òðåáóåòñÿ òùàòåëüíî ïðîàíàëèçèðîâàòü è
ñðàâíèòü ëèøü ìàëîå ÷èñëî àëüòåðíàòèâ, óæå ñôîðìóëèðîâàííûõ â ÿâíîì
âèäå. Òàêèì îáðàçîì, äîëæíû ñóùåñòâîâàòü ïî êðàéíåé ìåðå äâà òèïà ìíî-
ãîêðèòåðèàëüíûõ ìåòîäîâ � ìåòîäû äëÿ ïîääåðæêè âûáîðà èç áîëüøîãî
(èëè áåñêîíå÷íîãî) ÷èñëà âîçìîæíûõ ðåøåíèé, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ âòî-
ðîãî ýòàïà, è ìåòîäû äëÿ ïîääåðæêè âûáîðà èç ìàëîãî ÷èñëà àëüòåðíàòèâ
íà òðåòüåì ýòàïå.

Âàæíî òàêæå, ÷òî ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå íà ýòèõ äâóõ ýòàïàõ, ìîãóò îò-
ëè÷àòüñÿ ìåæäó ñîáîé ðîëüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ýòî îòëè÷èå
â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàâèñèò îò îáëàñòè ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, â
êîòîðîé ïðèìåíÿþòñÿ ýòè ìåòîäû. Òàê, ïðè ïîääåðæêå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
â ïîëèòè÷åñêèõ èëè ñîöèàëüíûõ ïðîáëåìàõ, ò.å. â òåõ îáëàñòÿõ, ãäå ìåòîäû

1)H. Simon The New Science of Management Decision. New York: Harper and Row, 1960.
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ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òîëüêî íà÷èíàþò ðàçâèâàòüñÿ, êàê ïðàâè-
ëî, ïðèìåíÿþòñÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûå ïîäõîäû, íå òðåáóþùèå èñïîëüçîâà-
íèÿ êàêèõ-ëèáî ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ îñíîâíîå âíèìà-
íèå óäåëÿåòñÿ òðåòüåìó ýòàïó, à âûäåëåíèå ìàëîãî ÷èñëà àëüòåðíàòèâíûõ
âàðèàíòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå îïûòà ýêñïåðòîâ. Áîëåå òîãî, äàæå
îöåíêà çíà÷åíèé êðèòåðèåâ äëÿ âûäåëåííûõ àëüòåðíàòèâ ÷àñòî îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ýêñïåðòàìè. Ïîñêîëüêó ÷èñëî àëüòåðíàòèâ ìàëî, ìåòîäû ïîääåðæêè
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ýòîì ñëó÷àå íàïðàâëåíû íà êëàññèôèêàöèþ àëüòåðíà-
òèâ ïî ïðåäïî÷òèòåëüíîñòè (ïî-àíãëèéñêè � outranking methods).

Íàîáîðîò, â òåõ îáëàñòÿõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, ãäå ìàòåìàòè÷å-
ñêîå ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ òðàäèöèîííûì ñðåäñòâîì àíàëèçà ïðîáëåì
(ñêàæåì, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì), ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäå-
ëèðîâàíèå èñïîëüçóåòñÿ â ïîëíîé ìåðå, êàê íà âòîðîì, òàê è íà òðåòüåì
ýòàïàõ. Ïðè ýòîì ýêñïåðòû ïðîäîëæàþò èãðàòü ñâîþ âàæíóþ ðîëü, èõ îïûò
äîïîëíÿåò ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëåé. Íàêîíåö, â òàêèõ îáëàñòÿõ,
êàê àíàëèç ðàçâèòèÿ ýêîíîìèêè ñòðàíû èëè ãðóïïû ñòðàí, êîðïîðàòèâíîå
ïëàíèðîâàíèå èëè ðàçðàáîòêà è âûáîð ñèñòåìû ìåðîïðèÿòèé â îáëàñòè ôè-
íàíñîâîé äåÿòåëüíîñòè (ôèíàíñîâàÿ èíæåíåðèÿ), ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû
íàõîäÿò âñå áîëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèå.

Ïîä ìåòîäàìè ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ïðèíÿòî ïîíèìàòü
ìåòîäû ïîèñêà ðåøåíèÿ â çàäà÷àõ ñ áîëüøèì (îáû÷íî áåñêîíå÷íûì) ÷èñ-
ëîì âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèÿ çàäà÷è è
êîëè÷åñòâåííûå êðèòåðèè âûáîðà ôîðìóëèðóþòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì âèäå.
Ýòèì ìåòîäàì, íàðÿäó ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèåé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îï-
òèìèçàöèè, ïîñâÿùåíà äàííàÿ êíèãà. Ìåòîäû êëàññèôèêàöèè ìàëîãî ÷èñëà
àëüòåðíàòèâ â äàííîé êíèãå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü â �9 äëÿ òîãî, ÷òîáû
äàòü îáùåå ïðåäñòàâëåíèå îá ýòîì èíòåðåñíîì íàïðàâëåíèè òåîðèè ïðèíÿ-
òèÿ ðåøåíèé.

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ìåòîäîâ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòè-
ìèçàöèè âòîðîé è òðåòèé ýòàïû ïðîöåññà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ íå ðàçäåëÿ-
þòñÿ, òàê ÷òî èññëåäîâàòåëè ñðàçó ñòàðàþòñÿ íàéòè åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,
â íàèáîëüøåé ñòåïåíè óäîâëåòâîðÿþùåå ËÏÐ. Ýòî ñîçäàåò îïðåäåëåííûå
ïðîáëåìû ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêèõ ìåòîäîâ â ÑÏÏÐ, ïîýòîìó â ïîñëåäíåå
âðåìÿ âñå áîëüøåå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ìåòîäàì ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòè-
ìèçàöèè, ïîçâîëÿþùèì ñôîðìèðîâàòü íåñêîëüêî àëüòåðíàòèâíûõ ðåøåíèé
äëÿ äàëüíåéøåãî äåòàëüíîãî àíàëèçà ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíî ïðåäíàçíà÷åí-
íûõ ìåòîäîâ.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì íîâûå òåíäåíöèè, íàáëþäàþùèåñÿ â ïðîöåññå
ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìåòîäîâ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè â ïîñëåäíèå
ãîäû. Íîâûé èìïóëüñ ðàçâèòèþ ìåòîäîâ áûë ïîëó÷åí â ñâÿçè ñ ðàñïðîñòðà-
íåíèåì êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè, ïîçâîëèâøåé èñïîëüçîâàòü êîìïüþòåðíóþ
âèçóàëèçàöèþ ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, â òîì
÷èñëå ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ ìåòîäîâ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìíîãîêðèòåðè-
àëüíûå ìåòîäû, êàê óæå ãîâîðèëîñü, òðåáóþò àêòèâíîãî ó÷àñòèÿ ËÏÐ â
ïðîöåññå ïîèñêà ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ðåøåíèÿ, ÷òî òðåáóåò îò èññëåäîâàòå-
ëåé îáåñïå÷èòü ëåãêîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ÷åëîâåêà ñ êîìïüþòåðîì â ïðîöåñ-
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ñå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ. Âèçóàëèçàöèÿ èíôîðìàöèè, ïîä êîòîðîé ïîíèìàåò-
ñÿ òðàíñôîðìàöèÿ ñèìâîëüíûõ äàííûõ â ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû, ïîìîãà-
þùèå ÷åëîâåêó ïðè ôîðìèðîâàíèè ìåíòàëüíîãî îáðàçà ýòèõ äàííûõ, çíà÷è-
òåëüíî îáëåã÷àåò âçàèìîäåéñòâèå ËÏÐ ñ êîìïüþòåðîì. Âèçóàëèçàöèÿ èí-
ôîðìàöèè â ïðîöåññå ÷åëîâåêî-ìàøèííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ õàðàê-
òåðíîé ÷åðòîé íîâûõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé, ïîçâîëÿþùåé îáëåã÷èòü
ïðîöåññ óñâîåíèÿ èíôîðìàöèè ÷åëîâåêîì è ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ýòîãî
ïðîöåññà. Èçâåñòíî, ÷òî ÷åëîâå÷åñêîå âîñïðèÿòèå â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè
áàçèðóåòñÿ íà çðåíèè (ïî íåêîòîðûì îöåíêàì, îêîëî ïîëîâèíû íåéðîíîâ
÷åëîâå÷åñêîãî ìîçãà òàê èëè èíà÷å ñâÿçàíî ñî çðåíèåì), ïîýòîìó êîìïüþ-
òåðíàÿ âèçóàëèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïóòåì ê óñâîåíèþ èíôîðìàöèè, à
ïðèìåíåíèå âèçóàëèçàöèè â ðàìêàõ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ ìåòîäîâ â çíà÷è-
òåëüíîé ñòåïåíè îáëåã÷àåò èõ èñïîëüçîâàíèå.

Îòìåòèì åùå îäíó ôóíêöèþ âèçóàëèçàöèè, âàæíóþ â ðàìêàõ ïðàêòèêè
ïðèìåíåíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ ìåòîäîâ. Ðå÷ü èäåò îá èíòåëëåêòóàëèçà-
öèè ÑÏÏÐ, ïîä êîòîðîé ïîíèìàåòñÿ ìåòîäèêà ñîçäàíèÿ òàêèõ ñèñòåì, êîòî-
ðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ëèöîì, ïðèíèìàþùèì ðåøåíèå, ñàìîñòîÿòåëüíî,
áåç ó÷àñòèÿ ïîñðåäíèêîâ. Äåëî â òîì, ÷òî ñëîæíîñòü ìåòîäîâ ìîæåò ïîòðå-
áîâàòü â ïðîöåññå èõ ïðèìåíåíèÿ ó÷àñòèÿ ñïåöèàëèñòîâ (÷àñòî àâòîðîâ ýòèõ
ìåòîäîâ). Òàêîå òðåáîâàíèå çà÷àñòóþ ÿâëÿåòñÿ íåïðèåìëåìûì äëÿ ËÏÐ â
ñèëó êîíôèäåíöèàëüíîñòè äàííûõ, ñàìîãî ïðîöåññà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé èëè
åãî ðåçóëüòàòîâ. Èñïîëüçîâàíèå âèçóàëèçàöèè â ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ ìå-
òîäàõ ìîæåò ñïîñîáñòâîâàòü èõ èíòåëëåêòóàëèçàöèè, ïðèâîäÿùåé ê èñêëþ-
÷åíèþ ïîñòîðîííèõ ëèö èç ïðîöåññà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Èíòåëëåêòóàëüíûå
êîìïüþòåðíûå ÑÏÏÐ äîëæíû îáåñïå÷èâàòü ïðîñòîòó âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëü-
çîâàòåëÿ ñ íèìè è áðàòü íà ñåáÿ ôóíêöèè ïîñðåäíèêîâ, ÷åìó, áåññïîðíî,
ìîæåò ñïîñîáñòâîâàòü êîìïüþòåðíàÿ âèçóàëèçàöèÿ.

Íàêîíåö, ñîâåðøåíñòâîâàíèå ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ ìåòîäîâ ñ ñåðåäèíû
90-õ ãîäîâ XX âåêà ñòèìóëèðóåòñÿ ðàçâèòèåì êîìïüþòåðíûõ ñåòåé, ïîòðå-
áîâàâøèõ ðàçðàáîòàòü òàêèå ìåòîäû, êîòîðûå ìîãëè áû ïðèìåíÿòüñÿ â ñåòè
Èíòåðíåò è äðóãèõ ñåòÿõ. Ýòîò ôàêò òàêæå âàæíî ó÷èòûâàòü ïðè àíàëèçå
ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ ìåòîäîâ.

Ïðåäëàãàåìàÿ êíèãà ñîñòîèò èç äâóõ ãëàâ. Â ïåðâîé ãëàâå äàåòñÿ ââåäå-
íèå â òåîðèþ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè (áîëåå îñíîâàòåëüíîå èçëî-
æåíèå òåîðèè ÌÊÎ ìîæíî íàéòè â êíèãå [12]), âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ìåòîäû ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè, à òàêæå îäèí èç ìåòîäîâ
êëàññèôèêàöèè àëüòåðíàòèâ.
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ÃËÀÂÀ 1. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎÐÈÈ
ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ãëàâà1. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ êàê ñðåäñòâî îïèñàíèÿ
ïðåäïî÷òåíèé

Ïðåäïî÷òåíèå ÷åëîâåêà â ñàìîì ïðîñòîì, ýëåìåíòàðíîì âèäå � ýòî âû-
ðàæåíèå òîãî ôàêòà, ÷òî ÷åëîâåê ïðåäïî÷åë áû âûáðàòü îäèí èç äâóõ îáúåê-
òîâ, êîòîðûé, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðåäïî÷òåíèÿ óäîáíî âûðàçèòü ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ïîíÿòèÿ, õàðàêòåðèçóþùåãî ïàðû îáúåêòîâ. Äëÿ ýòîãî ìîæíî ïðåä-
ëîæèòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ, íàèáîëåå åñòåñòâåííûé èç êîòîðûõ
îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè òàê íàçûâàåìûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé. Íàïîì-
íèì, ÷òî áèíàðíûì íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå, çàäàííîå äëÿ ïàðû îáúåêòîâ
íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà.

Âîîáùå ãîâîðÿ, áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïîïàð-
íûõ ñâÿçåé ðàçëè÷íîãî õàðàêòåðà ìåæäó îáúåêòàìè ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû.
Íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëåíû èçâåñòíûå èç øêîëüíîãî
êóðñà àëãåáðû áèíàðíûå îòíîøåíèÿ �áîëüøå�, �ìåíüøå�, �ðàâíî�, �íå áîëü-
øå�, ñ ïîìîùüþ áèíàðíûõ îòíîøåíèé îïèñûâàþòñÿ îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâî-
âàíèÿ, ïðèíàäëåæíîñòè è ò.ä. Õîòÿ â äàëüíåéøåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü
òîëüêî áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ, ò.å. îòíîøåíèÿ òèïà �ëó÷øå�,
�íå õóæå� è �áåçðàçëè÷íî�, ñíà÷àëà ðàññìîòðèì îáùèå ïîíÿòèÿ òåîðèè áè-
íàðíûõ îòíîøåíèé è òîëüêî çàòåì ïåðåéäåì ê èíòåðåñóþùèì íàñ áèíàðíûì
îòíîøåíèÿì ïðåäïî÷òåíèÿ.

1.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïóñòü G� íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû. Ðàññìîòðèì ïðÿ-
ìîå ïðîèçâåäåíèå G2 = G × G = {(x, y)| x, y ∈ G} è âûäåëèì íåêîòîðîå
ïîäìíîæåñòâî R ìíîæåñòâà G2.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ãîâîðÿò, ÷òî ïàðà (x, y) íàõîäèòñÿ â áèíàðíîì îòíî-
øåíèè xRy, åñëè (x, y) ∈ R.

Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå îäíîé è òîé æå áóêâû (ñêàæåì, R) äëÿ îáî-
çíà÷åíèÿ è ìíîæåñòâà R ⊆ G2, è áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ (x, y) ∈ R çà÷àñòóþ
íåóäîáíî, ïîýòîìó äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâà è áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ìî-
ãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëè÷íûå ñèìâîëû.

Ïîñêîëüêó áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè G çàäàþòñÿ ïîäìíî-
æåñòâàìè G2, ê áèíàðíûì îòíîøåíèÿì ïðèìåíèìû âñå òåîðåòèêî-ìíîæåñò-
âåííûå îïåðàöèè, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îáúåäèíåíèå áèíàð-
íûõ îòíîøåíèé R1 è R2, îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç R1

⋃
R2, è èõ ïåðåñå÷åíèå

R1

⋂
R2. Ìîæíî òàêæå ðàññìîòðåòü äîïîëíåíèå ê áèíàðíîìó îòíîøåíèþ
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R, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê R = G2 \ R. Ïîìèìî ýòîãî, îïðåäåëÿþòñÿ
ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

• ñóæåíèå áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâî G1 ⊂ G:
RG1 = {(x, y) | (x, y) ∈ (R∩G2

1)};

• áèíàðíîå îòíîøåíèå, îáðàòíîå ê äàííîìó:
R−1 = {(x, y) ∈ G2| (y, x) ∈ R}.

Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ìîãóò îáëàäàòü íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè, îïðåäå-
ëÿåìûìè ñâîéñòâàìè òåõ ïîïàðíûõ ñâÿçåé, êîòîðûå ìîäåëèðóþòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ áèíàðíûõ îòíîøåíèé. Îáùåïðèíÿòû ñëåäóþùèå íàçâàíèÿ ñâîéñòâ
áèíàðíûõ îòíîøåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íàçûâàåòñÿ

• ðåôëåêñèâíûì, åñëè xRx äëÿ ëþáîãî x ∈ G;

• èððåôëåêñèâíûì (àíòèðåôëåêñèâíûì), åñëè xRx äëÿ ëþáîãî
x ∈ G;

• ñèììåòðè÷íûì, åñëè èç xRy ñëåäóåò yRx;

• àñèììåòðè÷íûì, åñëè èç xRy ñëåäóåò yRx;

• àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè èç yRx, xRy ñëåäóåò x = y;

• òðàíçèòèâíûì, åñëè èç xRy, yRz ñëåäóåò xRz;

• íåãàòðàíçèòèâíûì, åñëè R òðàíçèòèâíî;

• àöèêëè÷íûì, åñëè èç xRz1, z1Rz2, . . . , znRy ñëåäóåò x 6= y;

• ñâÿçíûì (ïîëíûì), åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ G ëèáî xRy, ëèáî yRx,
ëèáî è òî, è äðóãîå;

• ñëàáî ñâÿçíûì (ñëàáî ïîëíûì), åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ G òàêèõ, ÷òî
x 6= y, ëèáî xRy, ëèáî yRx, ëèáî è òî, è äðóãîå.

Îòìåòèì, ÷òî íåïîëíîå (íåñâÿçíîå) áèíàðíîå îòíîøåíèå èíîãäà íàçûâà-
þò ÷àñòè÷íûì.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñâîéñòâà áèíàðíûõ îòíîøå-
íèé èç îïðåäåëåíèÿ 1.2 íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Óòâåðæäåíèå 1.1. Åñëè áèíàðíîå îòíîøåíèå R èððåôëåêñèâíî è òðàí-
çèòèâíî, òî îíî àñèììåòðè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ïóñòüR ÿâëÿåòñÿ èððåôëåê-
ñèâíûì è òðàíçèòèâíûì, íî îíî íå àñèììåòðè÷íî. Ïî îïðåäåëåíèþ 1.2, îò-
ðèöàíèå àñèììåòðè÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå x, y ∈ G, ÷òî xRy è
yRx. Òîãäà â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî xRx, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò
èððåôëåêñèâíîñòè.
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Óòâåðæäåíèå 1.2. Åñëè áèíàðíîå îòíîøåíèå R èððåôëåêñèâíî è òðàí-
çèòèâíî, òî îíî àöèêëè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ïóñòüR ÿâëÿåòñÿ èððåôëåê-
ñèâíûì è òðàíçèòèâíûì, íî îíî íå àöèêëè÷íî. Ïî îïðåäåëåíèþ 1.2, îòðè-
öàíèå àöèêëè÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî íàéäóòñÿ òàêîé x ∈ G è òàêàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü z1, z2, . . . , zn ∈ G, ÷òî xRz1, z1Rz2, . . . , znRx. Â ñèëó òðàçèòèâ-
íîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî xRx, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò èððåôëåêñèâíîñòè.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì îäèí èç âèäîâ áèíàðíûõ îòíîøåíèé, íàèáîëåå
÷àñòî èñïîëüçóåìûé íà ïðàêòèêå � îòíîøåíèå ïîðÿäêà.

1.2. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå 1.3. Áèíàðíîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ êâàçèïîðÿäêîì, åñëè
îíî ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî (îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ R).

Îïðåäåëåíèå 1.4. Áèíàðíîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ,
åñëè îíî ðåôëåêñèâíî, òðàíçèòèâíî, ñèììåòðè÷íî (îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ
I).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè R � áèíàðíîå îòíîøåíèå êâàçèïîðÿäêà, òî
I = R∩R−1 ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè (â ýòîì ñëó-
÷àå ãîâîðÿò, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè I ïîðîæäåíî áèíàð-
íûì îòíîøåíèåì êâàçèïîðÿäêà R). Çàìåòèì, ÷òî ñèììåòðè÷íîñòü îçíà÷àåò,
÷òî îäíîâðåìåííî âûïîëíåíî xRy è yRx, ò.å. x è y ýêâèâàëåíòíû â ñìûñëå
áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ R, îòêóäà è ïðîèñòåêàåò åãî íàçâàíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Áèíàðíîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì ïîðÿäêîì1),
åñëè îíî èððåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî (îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ P).

Èç óòâåðæäåíèé 1.1 è 1.2 ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïîðÿäêà òàêæå
ÿâëÿåòñÿ àñèììåòðè÷íûì è àöèêëè÷íûì.

Ïóñòü R � êâàçèïîðÿäîê, I � ïîðîæäåííîå èì áèíàðíîå îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè, òîãäà áèíàðíîå îòíîøåíèå P, îïðåäåëåííîå êàê

P = R \ I = R \ (R∩R−1) = R \R−1,

ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ñòðîãîãî ïîðÿäêà.
Ïðèìåðàì, èëëþñòðèðóþùèì ââåäåííûå ïîíÿòèÿ, ìîãóò ñëóæèòü îïðå-

äåëÿåìûå íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îòíîøåíèÿ êâàçèïîðÿäêà
�6�, ýêâèâàëåíòíîñòè �=� è ñòðîãîãî ïîðÿäêà �<�.

Ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè

Íàïîìíèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

1)Èíîãäà äëÿ ýòîãî îòíîøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå íàçâàíèÿ, íàïðèìåð, �÷àñòè÷íûé
ñòðîãèé ïîðÿäîê�.
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Îïðåäåëåíèå 1.6. Ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ Gα, ãäå α ∈ A (A � ìíî-
æåñòâî, íå îáÿçàòåëüíî ñ÷åòíîå), íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà G,
åñëè

1) G =
⋃
α∈A

Gα,

2) Gα 6= ∅, ∀α ∈ A,

3) Gα1
∩Gα2

= ∅ äëÿ òàêèõ ∀α1, α2 ∈ A , ÷òî α1 6= α2.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ïðèâî-
äèòü íå áóäåì.

Òåîðåìà 1.1. 1. Ïóñòü I � áèíàðíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà G,
G 6= ∅. Íàéäåòñÿ òàêîå ðàçáèåíèå Gα, α ∈ A ìíîæåñòâà G, ÷òî xIy òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ òàêîå α ∈ A, ÷òî x, y ∈ Gα.

2. Ïóñòü {Gα, α ∈ A}, � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà G. Áèíàðíîå îòíîøå-
íèå R òàêîå, ÷òî (x, y) ∈ R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ òàêîå
α ∈ A, ÷òî x ∈ Gα, y ∈ Gα, ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-
íîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ðàç-
áèâàåò ìíîæåñòâî G íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ñâîéñòâà áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ñòðîãîãî ïîðÿäêà P

Òåïåðü èçó÷èì ñâîéñòâà áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ñòðîãîãî ïîðÿäêà P íà
íåïóñòîì ïîäìíîæåñòâå X ìíîæåñòâà îïðåäåëåíèÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ
G.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ýëåìåíò x ∈ X íàçûâàåòñÿ P-ìàêñèìàëüíûì (ìàê-
ñèìàëüíûì ïî P) íà X, åñëè yPx äëÿ ∀y ∈ X.

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå, ýêâèâàëåíòíûå, îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòà, ìàêñèìàëü-
íîãî ïî P íà X.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ýëåìåíò x ∈ X íàçûâàåòñÿ P-ìàêñèìàëüíûì íà X,
åñëè {y ∈ X| yPx} = ∅.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ýëåìåíò x ∈ X íàçûâàåòñÿ P-ìàêñèìàëüíûì íà X,
åñëè èç òîãî, ÷òî y ∈ G è yPx ñëåäóåò y ∈ G \X.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè îïðåäåëåíèÿìè ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû ÷àñòî íà-
çûâàþò íåäîìèíèðóåìûìè. Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèÿõ 1.7�1.9 óñëîâèå
y 6= x âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, òàê êàê îòíîøåíèå P íå ÿâëÿåòñÿ ðå-
ôëåêñèâíûì.

Ñîâîêóïíîñòü P-ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ íà X áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
MaxP X. Îòìåòèì îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ìíîæåñòâ ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ.
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Óòâåðæäåíèå 1.3. Ïóñòü íà X ⊆ G çàäàíû îòíîøåíèÿ ñòðîãîãî ïîðÿäêà
P1 è P2, ïðè÷åì P1 ⊆ P2. Òîãäà MaxP2 X ⊆ MaxP1 X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 ∈ MaxP2
X. Òîãäà {y ∈ X| yP2x

0} = ∅ ïî îïðå-
äåëåíèþ 1.8. Ïîñêîëüêó P1 ⊆ P2, òî, çíà÷èò, è {y ∈ X| yP1x

0} = ∅, à ýòî, â
ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî x0 ∈ MaxP1

X.

Äëÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ñòðîãîãî ïîðÿäêà ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ðå-
øåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ãîâîðÿò, ÷òî îòíîøåíèå P îáëàäàåò ñâîéñòâîì ôîí
Íåéìàíà-Ìîðãåíøòåðíà (ÍÌ-ñâîéñòâîì) íà X∗ ⊆ X, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈
X ëèáî x ∈ X∗, ëèáî íàéäåòñÿ y ∈ X∗ òàêîé, ÷òî yPx.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Åñëè îòíîøåíèå P îáëàäàåò ÍÌ-ñâîéñòâîì íà MaxP X ⊆
X, òî MaxP X íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ïî ôîí Íåéìàíó-Ìîðãåíøòåðíó (ÿä-
ðîì ïî ôîí Íåéìàíó-Ìîðãåíøòåðíó) äëÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ P íà X.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î òîì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóåò ðå-
øåíèå ïî ôîí Íåéìàíó-Ìîðãåíøòåðíó. Ðàññìîòðèì îäíî ïðîñòîå óòâåðæäå-
íèå.

Óòâåðæäåíèå 1.4. Ïóñòü X íåïóñòî è êîíå÷íî. Òîãäà MaxP X íåïóñòî
è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïî ôîí Íåéìàíó-Ìîðãåíøòåðíó äëÿ îòíîøåíèÿ P
íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî èç ÍÌ-ñâîéñòâà P íà MaxP X ⊆
X ñëåäóåò íåïóñòîòà MaxP X, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ÍÌ-ñâîéñòâî.
Äîêàæåì åãî îò ïðîòèâíîãî, ò.å. ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòíîøåíèå P íå îáëàäà-
åò ÍÌ-ñâîéñòâîì íà MaxP X ⊆ X. Ïî îïðåäåëåíèþ 1.10 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêîé y ∈ X, ÷òî y /∈ MaxP X è íå ñóùåñòâóåò x ∈ MaxP X, äëÿ
êîòîðîãî xPy. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò z(1) ∈ X, z(1) /∈ MaxP X,
òàêîé, ÷òî z(1)Py. Ïîñêîëüêó z(1) íå ÿâëÿåòñÿ P-ìàêñèìàëüíûì íà X, òî
ñóùåñòâóåò òàêîé z(2) ∈ X, ÷òî z(2)Pz(1). Åñëè áû z(2) ∈ MaxP X, òî â
ñèëó òðàíçèòèâíîñòè P èìåëî áû ìåñòî z(2)Py, z(2) ∈ MaxP X, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, z(2) ∈ X \ MaxP X. Ðàññóæäàÿ
äàëüøå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
z(1), z(2), . . . , z(k), . . ., äëÿ êîòîðîé z(1)Py, z(2)Pz(1), . . . , z(k)Pz(k−1), . . ., ïðè-
÷åì z(l) ∈ X \MaxP X, l = 1, 2, . . ..

Â ñèëó àöèêëè÷íîñòè P â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñå ýëåìåíòû ðàç-
ëè÷íû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîíå÷íîñòè X.

Åñëè ìíîæåñòâî X áåñêîíå÷íî, òî óñëîâèÿ òîãî, ÷òî MaxP X íåïóñòî
è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïî ôîí Íåéìàíó-Ìîðãåíøòåðíó, îêàçûâàþòñÿ áîëåå
ñëîæíûìè. Îíè ðàññìîòðåíû â �3.

Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ
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Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ôîðìàëè-
çàöèè ïîíÿòèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ. Ïóñòü òðåáóåòñÿ îïèñàòü âçàèìíóþ ïðåäïî-
÷òèòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà G.

1. Åñëè ýëåìåíò x′ ∈ G íå ìåíåå ïðåäïî÷òèòåëåí (íå õóæå), ÷åì ýëåìåíò
x′′ ∈ G, òî áóäåì ïèñàòü x′ � x′′.

2. Åñëè áåçðàçëè÷íî, êàêîé èç äâóõ ýëåìåíòîâ x′, x′′ ∈ G ïðåäïî÷åñòü,
òî áóäåì ïèñàòü x′ ≈ x′′.

3. Åñëè ýëåìåíò x′ ∈ G áîëåå ïðåäïî÷òèòåëåí (ëó÷øå), ÷åì ýëåìåíò x′′ ∈
G, òî áóäåì ïèñàòü x′ � x′′.

Òàêèì îáðàçîì, îêàçàëèñü ââåäåíû òðè áèíàðíûõ îòíîøåíèÿ, îïèñû-
âàþùèõ ïðåäïî÷òåíèÿ. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòè áèíàðíûå îòíîøåíèÿ
òðàíçèòèâíû, òî â ñèëó èõ ñìûñëà îòíîøåíèå x′ � x′′ ÿâëÿåòñÿ êâàçèïî-
ðÿäêîì, îòíîøåíèå x′ ≈ x′′ � ñèììåòðè÷íîé ÷àñòüþ ýòîãî êâàçèïîðÿäêà, à
îòíîøåíèå x′ � x′′ � àñèììåòðè÷íîé ÷àñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå
x′ ≈ x′′ ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, à x′ � x′′ � ñòðîãèì ïîðÿäêîì.

1.3. Îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ â çàäà÷å
ñêàëÿðíîé îïòèìèçàöèè

Ïðîèëëþñòðèðóåì èñïîëüçîâàíèå áèíàðíûõ îòíîøåíèé íà ïðèìåðå çà-
äà÷è ñêàëÿðíîé îïòèìèçàöèè.

Ïóñòü âñå ìûñëèìûå âàðèàíòû ðåøåíèÿ îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâî W , íà-
çûâàåìîå ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé. Ïóñòü çàäàíà ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ � åäèí-
ñòâåííûé êðèòåðèé âûáîðà ðåøåíèÿ

f : W → R1,

ãäå R1 � ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ôóíêöèþ f íàçûâàþò òàê-
æå êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåä-
ïî÷òèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ f .

Êàê ïðàâèëî, âûáîð ðåøåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðàìêàõ íåêîòîðûõ îãðà-
íè÷åíèé. Ôîðìàëüíî ýòî çíà÷èò, ÷òî âûäåëÿåòñÿ íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî
X ⊆ W , íàçûâàåìîå ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Òîãäà âûáîð ðå-
øåíèÿ òðàêòóåòñÿ êàê âûáîð íåêîòîðîãî ýëåìåíòà èç X, äîñòàâëÿþùåãî
ìàêñèìóì êðèòåðèþ âûáîðà ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê çà-
äà÷å ñêàëÿðíîé (îäíîêðèòåðèàëüíîé) îïòèìèçàöèè, êîòîðóþ ïðèíÿòî çàïè-
ñûâàòü êàê

f(x)→ max, x ∈ X. (1.1)

Îïèñàííàÿ ôîðìóëèðîâêà ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ïðîñòîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ôîð-
ìàëèçàöèè çàäà÷è âûáîðà ðåøåíèÿ èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà. Â îáùåì ñëó-
÷àå è çíà÷åíèå êðèòåðèÿ, è ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ìîãóò çàâèñåòü
îò ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ, äåéñòâèé êàêèõ-ëèáî äðóãèõ ëèö, îò èçìåíåíèÿ
îáùåé îáñòàíîâêè, â êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ âûáîð ðåøåíèÿ. Çàäà÷è òàêîãî
òèïà èçó÷àþòñÿ â êëàññè÷åñêîé òåîðèè èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé [3], è ìû íå
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòè âîïðîñû â ðàìêàõ äàííîãî êóðñà. Òàêèì îáðàçîì,
ìíîæåñòâî X è êðèòåðèé f áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííûìè.
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Â ñëó÷àå åäèíñòâåííîãî êðèòåðèÿ âûáîðà ðåøåíèÿ ïðîáëåìà ïîèñêà íàè-
ëó÷øåãî ðåøåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé ïðîáëåìå ðåøåíèÿ çàäà-
÷è (1.1). Ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ìåòîäàõ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñêàëÿð-
íîé îïòèìèçàöèè, ñì., íàïðèìåð, [2], [13], à ïåðåôîðìóëèðóåì åå â òåðìèíàõ
áèíàðíûõ îòíîøåíèé.

Ïîñêîëüêó íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R1 èìååò ìåñòî åñòå-
ñòâåííûé êâàçèïîðÿäîê, òî â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé W ñ ïîìîùüþ åäèí-
ñòâåííîãî êðèòåðèÿ f ìîæíî ââåñòè

êâàçèïîðÿäîê: x′ � x′′ ⇔ f(x′) > f(x′′);
ýêâèâàëåíòíîñòü: x′ ≈ x′′ ⇔ f(x′) = f(x′′);
ñòðîãèé ïîðÿäîê: x′ � x′′ ⇔ f(x′) > f(x′′).

Êàê îáû÷íî, ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçáèâàåò ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé W íà êëàñ-
ñû, êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå èìåþò âèä:

f(x′) = f(x′′).

Ïîíÿòèå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè îáû÷íî ââîäÿò íà îñíîâå èñïîëü-
çîâàíèÿ êâàçèïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Ýëåìåíò x∗ ∈ X íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è îïòè-
ìèçàöèè (1.1), åñëè x∗ � x äëÿ âñåõ x ∈ X.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ òàêîå ðåøåíèå
çàäà÷è (1.1) ñóùåñòâóåò (íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü íåïðåðûâíîñòü
ôóíêöèè f(x) è êîìïàêòíîñòüX). Åñëè ðåøåíèå íå åäèíñòâåííî, ò.å. íåñêîëü-
êî ðåøåíèé ïðèíàäëåæàò ê îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè (ñîâïàäàþò ïî
çíà÷åíèþ êðèòåðèÿ ñ f(x∗)), òî äîñòàòî÷íî íàéòè ëþáîå èç íèõ. Ìåòîäû îï-
òèìèçàöèè îáû÷íî íàõîäÿò êàêîå-òî îäíî ðåøåíèå çàäà÷è, êîòîðîå è ïðåä-
ëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü.

Îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ìîæíî è íà îñíîâå
ïðèìåíåíèÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ñòðîãîãî ïîðÿäêà è èñïîëüçîâàíèÿ ìàê-
ñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé X.

Îïðåäåëåíèå 1.13. Ýëåìåíò x∗ ∈ X íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è îïòè-
ìèçàöèè (1.1), åñëè x∗ ∈ Max�X.

Ýòî îïðåäåëåíèå, êàê ëåãêî ïîêàçàòü, ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì, äàí-
íûì íà îñíîâå êâàçèïîðÿäêà. Òàêîå ñîâïàäåíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî è êâà-
çèïîðÿäîê, è ñòðîãèé ïîðÿäîê â îäíîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè
îñíîâàíû íà ñðàâíåíèè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à ëþáàÿ ïàðà äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë ñâÿçàíà êâàçèïîðÿäêîì �íå ìåíüøå�, êîòîðûé, òàêèì îáðàçîì,
ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì áèíàðíûì îòíîøåíèåì.

1.4. Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè

Â ñâÿçè ñ ïðîñòîòîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ñêàëÿðíîé îïòèìèçàöèè âíè-
ìàíèå èññëåäîâàòåëåé äàâíî ïðèâëåêàë âîïðîñ î òîì, êîãäà áèíàðíûå îò-
íîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ x′ � x′′ è x′ � x′′, çàäàííûå íà ïàðàõ ýëåìåíòîâ
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ìíîæåñòâà G, ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ÷èñëîâîé ôóíêöèè, çàäàííîé íà
ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà G.

Îïðåäåëåíèå 1.14. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ u(x), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå
G, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé áèíàðíîìó îò-
íîøåíèþ ïðåäïî÷òåíèÿ � (èëè �), åñëè
x′ � x′′ ⇔ u(x′) > u(x′′) (x′ � x′′ ⇔ u(x′) > u(x′′)).

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé áèíàð-
íîìó îòíîøåíèþ �, çàäàííîìó íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå G, äàåò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà, äîêàçàííàÿ â êîíöå XIX âåêà.

Òåîðåìà 1.2. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè u(x), ñîîòâåò-
ñòâóþùåé áèíàðíîìó îòíîøåíèþ ñòðîãîãî ïîðÿäêà, çàäàííîìó íà êîíå÷-
íîì ìíîæåñòâå G, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñòðîãèé ïîðÿäîê áûë
íåãàòðàíçèòèâåí.

Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íåãàòðàíçèòèâíîñòè ñòðîãîãî ïî-
ðÿäêà ÿâëÿåòñÿ åãî ñëàáàÿ ñâÿçíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëàáî ñâÿçíûõ
îòíîøåíèé ñòðîãîãî ïîðÿäêà, çàäàííûõ íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ, ôóíêöèÿ
ïîëåçíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó îòíîøåíèþ, ñóùåñòâóåò. Íåìåöêèé ìà-
òåìàòèê Ã. Êàíòîð îáîáùèë ýòî óòâåðæäåíèå íà áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà
ýëåìåíòîâ, èñïîëüçîâàâ ïðè ýòîì îäíî òðóäíî ïðîâåðÿåìîå óñëîâèå, íà êîòî-
ðîì ìû îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì. Áîëåå óäîáíîå óñëîâèå ïðåäëîæèë ôðàí-
öóçñêèé ýêîíîìèñò Æ. Äåáðå â ñåðåäèíå ÕÕ âåêà.

Ïóñòü, äëÿ ïðîñòîòû, G ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìåðíîìó ëèíåéíîìó ïðî-
ñòðàíñòâó Rm ñ íåêîòîðîé ìåòðèêîé. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå G çàäàíî áè-
íàðíîå îòíîøåíèå êâàçèïîðÿäêà � è ïîðîæäåííîå èì îòíîøåíèå ñòðîãîãî
ïîðÿäêà �. Äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òîáû îòíîøåíèå � îáëàäàëî ñâîé-
ñòâîì íåïðåðûâíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.15. Îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ � íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâ-
íûì íà G, åñëè ìíîæåñòâî {(x, y)|x � y} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíî-
æåñòâîì G2.

Ñîäåðæàòåëüíî ýòî îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: åñëè ýëåìåíò x0

ñòðîãî ïðåäïî÷òèòåëüíåå ýëåìåíòà y0 (x0 � y0), òî ïðè ìàëîì èçìåíåíèè
êàæäîãî èç ýòèõ ýëåìåíòîâ îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ,
ò.å. åñëè x è y áëèçêè ñîîòâåòñòâåííî ê x0 è y0, òî x � y. Äàííîå îïðåäåëåíèå
íåïðåðûâíîñòè ìîæíî çàìåíèòü äðóãèì, ýêâèâàëåíòíûì.

Îïðåäåëåíèå 1.16. Îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ � íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâ-
íûì íà G, åñëè

1) ìíîæåñòâî {y|x � y} îòêðûòî â G ïðè ëþáîì x ∈ G,

2) ìíîæåñòâî {x|x � y} îòêðûòî â G ïðè ëþáîì y ∈ G.
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Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î íåïðåðûâíîñòè îòíîøåíèÿ ïðåä-
ïî÷òåíèÿ êàæåòñÿ âåñüìà åñòåñòâåííûì, íåòðóäíî óêàçàòü äîâîëüíî ïðîñòîå
è ÷àñòî èñïîëüçóåìîå áèíàðíîå îòíîøåíèå, íå óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó òðå-
áîâàíèþ. Îíî íàçûâàåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿ
è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: x � y, åñëè x1 > y1, ëèáî åñëè ñóùå-
ñòâóåò 1 < p < m òàêîé, ÷òî x1 = y1, x2 = y2, . . ., xp = yp, xp+1 > yp+1.
Îòñóòñòâèå íåïðåðûâíîñòè ó òàêîãî îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ ïîêàçûâàåòñÿ
ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð. Ïóñòü G = R2 è ýëåìåíòû x′, x′′ ∈ R2 òàêîâû, ÷òî x′1 = x′′1
è x′2 > x′′2. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî {x|x � x′}
íåîáÿçàòåëüíî îòêðûòî â R2, ïîñêîëüêó â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x′ ìîãóò
íàéòèñü òàêèå òî÷êè x, ÷òî x1 < x′1. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, x

′ = (0, 0.001),
x′′ = (0, 0). ßñíî, ÷òî x′ � x′′, íî äëÿ òî÷êè x = (−0.0001, 0.001), íàõîäÿùåé-
ñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè x′, ýòî îòíîøåíèå óæå íå âûïîëíåíî.

Îòñóòñòâèå íåïðåðûâíîñòè ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òå-
íèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî åãî ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü â äèñêðåòíûõ
çàäà÷àõ.

Ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, ïðåäñòàâëÿþùåé îòíîøåíèå
êâàçèïîðÿäêà �, óòâåðæäàåò òåîðåìà Äåáðå (ñì. [1]). Â óïðîùåííîì âèäå
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè ñëó÷àÿ G ⊆ Rm îíà èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Òåîðåìà 1.3. Åñëè ìíîæåñòâî G ⊆ Rm ñâÿçíî, à êâàçèïîðÿäîê � ÿâëÿ-
åòñÿ ñâÿçíûì (ïîëíûì) êâàçèïîðÿäêîì, íåïðåðûâíûì íà G, òî ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè u(x), ÷òî èç x′ � x′′ ñëåäóåò
u(x′) > u(x′′), à èç u(x′) > u(x′′) ñëåäóåò x′ � x′′.

Òàêóþ ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè ïðèíÿòî íàçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùåé áèíàð-
íîìó îòíîøåíèþ. Äëÿ ÷àñòè÷íîãî (íåïîëíîãî) îòíîøåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî íå
ñóùåñòâóåò ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó îòíîøåíèþ, ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ îòâåò íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òàêîé ôóíêöèè ïîëåç-
íîñòè u(x), ÷òî èç x′ � x′′ ñëåäóåò u(x′) > u(x′′). Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêîå
áèíàðíîå îòíîøåíèå ìîæåò áûòü ïîïîëíåíî äî ñâÿçíîãî (ïîëíîãî), ïîýòî-
ìó ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê ñâîéñòâàì ñâÿçíûõ îòíîøåíèé. Â òî
æå âðåìÿ, òàêîå ïîïîëíåíèå îáû÷íî íåîäíîçíà÷íî, ÷òî ïðèâîäèò ê ñëîæ-
íîñòè èñïîëüçîâàíèÿ àïïàðàòà ôóíêöèé ïîëåçíîñòè ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè
îïòèìèçàöèè ïðè íåñêîëüêèõ êðèòåðèÿõ. Â òî æå âðåìÿ, ïîñòðîåíèå ôóíê-
öèé ïîëåçíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñðåäñòâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ðàçðàáîòêå
ìåòîäîâ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè (ñì. Ãëàâó 2).
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Ãëàâà2. Çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè

Èòàê, êàê óæå ãîâîðèëîñü â �1, ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ ñêàëÿðíîé îï-
òèìèçàöèè ïðåäïî÷òèòåëüíîñòü ðåøåíèé îïèñûâàåòñÿ êàê óâåëè÷åíèå çíà-
÷åíèÿ íåêîòîðîé åäèíñòâåííîé ôóíêöèè (åäèíñòâåííîãî êðèòåðèÿ âûáîðà
ðåøåíèÿ, íàïðèìåð, ôóíêöèè ïîëåçíîñòè). Áëàãîäàðÿ ýòîìó, ïðîáëåìà âû-
áîðà íàèëó÷øåãî ñïîñîáà äåéñòâèÿ ñâîäèòñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷å ïîèñ-
êà äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ, äîñòàâëÿþùåãî êðèòåðèþ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå.
Åñëè òàêèõ êðèòåðèåâ íåñêîëüêî, òî ïðèõîäèì ê çàäà÷å ìíîãîêðèòåðèàëü-
íîé îïòèìèçàöèè. Ôîðìóëèðîâêà ýòîé çàäà÷è òðåáóåò ïîäðîáíîãî ðàññìîò-
ðåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â çàäà÷å âûáîðà ðåøåíèÿ êàæäîìó ýëåìåíòó ïðî-
ñòðàíñòâà ðåøåíèéW ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèåm-ìåðíûé âåêòîð êðèòåðèåâ,
ò.å. ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì îòîáðàæåíèå

ϕ : W → Rm, (2.1)

ãäå W � ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé, â êîòîðîì çàäàíî ìíîæåñòâî äîïóñòè-
ìûõ ðåøåíèéX. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèåé.
Ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå ðåçêî ñóæàåò êëàññ çàäà÷ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ïðè
íåñêîëüêèõ êðèòåðèÿõ âûáîðà, êîòîðûå èçó÷àþòñÿ ìåòîäàìè ìíîãîêðèòå-
ðèàëüíîé îïòèìèçàöèè (ÌÊÎ). Â ÷àñòíîñòè, â ÌÊÎ íåïîñðåäñòâåííî íå
ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ñ êà÷åñòâåííûìè è ñëó÷àéíûìè ïåðåìåííûìè, à
òàêæå ìíîãèå äðóãèå çàäà÷è. Êîíå÷íî, óïîìÿíóòûå çàäà÷è ìîæíî ïîïû-
òàòüñÿ ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó (2.1), íî ýòî óæå äðóãîé âîïðîñ.

Ââåäåì ïîíÿòèå äîìèíèðîâàíèÿ ïî Ïàðåòî � îäíî èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé
òåîðèè ÌÊÎ.

2.1. Äîìèíèðîâàíèå ïî Ïàðåòî

Äîìèíèðîâàíèåì ïî Ïàðåòî íàçûâàåòñÿ áèíàðíîå îòíîøåíèå ñòðîãîãî
ïîðÿäêà, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Åñëè ðàññìîòðåòü íà ëèíåéíîì (âåêòîðíîì) m-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rm
êâàçèïîðÿäîê

y′Ry′′ ⇐⇒ y′j > y′′j , j ∈ {1, . . . ,m},

òî, êàê è âñÿêèé êâàçèïîðÿäîê, îí ïîðîæäàåò íà Rm îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè I, êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

y′Iy′′ ⇔ y′ = y′′,

è îòíîøåíèå ñòðîãî ïîðÿäêà P = R\I, êîòîðîå ìîæíî èìååò âèä

y′Py′′ ⇔ {y′ > y′′, y′ 6= y′′}, (2.2)

ãäå y′ > y′′ îçíà÷àåò y′i > y′′i , i = 1, . . . ,m.
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Òàê îïðåäåëåííîå áèíàðíîå îòíîøåíèå P èìååò íàçâàíèå äîìèíèðîâàíèÿ
ïî Ïàðåòî. Äëÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ Ïàðåòî íàðÿäó ñ îáîçíà÷åíèåì P
÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå �p. Åñëè y′�py′′, òî ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîð y′
äîìèíèðóåò âåêòîð y′′ ïî Ïàðåòî. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå
Ïàðåòî òðàíçèòèâíî è èððåôëåêñèâíî, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ïîðÿäêîì.

Îòìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ ââåäåíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé â ëè-
íåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå êîíóñà1). Ïóñòü â Rm
çàäàí íåïóñòîé âûïóêëûé êîíóñ K, ñîäåðæàùèé íà÷àëî êîîðäèíàò. Òîãäà
êâàçèïîðÿäîê â Rm ìîæíî ââåñòè, íàïðèìåð, òàê:

y′Ry ⇐⇒ y′ − y ∈ K,

à ñòðîãèé ïîðÿäîê
y′Py ⇐⇒ y′ − y ∈ K \ {0}.

Äîìèíèðîâàíèå ïî Ïàðåòî çàäàåòñÿ êîíóñîì K, ñîâïàäàþùèì ñ íåîòðèöà-
òåëüíûì îðòàíòîì Rm+ . Ïîýòîìó

y′�py ⇐⇒ y′ − y ∈ Rm+ \ {0},

à ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, äîìèíèðóþùèõ ïî Ïàðåòî òî÷êó y ∈ Rm, çàäàåòñÿ
êîíóñîì y + Rm+ \ {0}. Ýòîò ôàêò âàæåí ïðè ãðàôè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè
ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ äîìèíèðîâàíèÿ ïî Ïàðåòî.

2.2. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è ÌÊÎ

Îïðåäåëåíèå 2.1. Çàäà÷åé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè íàçûâàåò-
ñÿ çàäà÷à âûáîðà ðåøåíèÿ èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà X ⊆ W , èìåþùåãî
áåñêîíå÷íîå (èëè î÷åíü áîëüøîå) ÷èñëî ðåøåíèé, ïðè÷åì êðèòåðèè âûáî-
ðà çàäàþòñÿ âåêòîð-ôóíêöèåé (2.1), à ïðåäïî÷òåíèÿ � äîìèíèðîâàíèåì
Ïàðåòî (2.2).

Â çàäà÷å ÌÊÎ ëèíåéíîå (âåêòîðíîå) m-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâå Rm ïðè-
íÿòî íàçûâàòü (êðèòåðèàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì), âåêòîð y ∈ Rm � êðè-
òåðèàëüíûì âåêòîðîì, à êàæäóþ åãî êîìïîíåíòó � ÷àñòíûì êðèòåðèåì
âûáîðà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå çàäà÷ó ÌÊÎ èíîãäà íàçûâàþò çàäà÷åé âåêòîðíîé
îïòèìèçàöèè. Êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè ϕ ÷àñòî íàçûâàþò öåëåâûìè
ôóíêöèÿìè.

Êàê ëåãêî óâèäåòü, îòëè÷èå çàäà÷è ÌÊÎ îò çàäà÷è ñêàëÿðíîé îïòèìè-
çàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî êðèòåðèàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãîìåðíî. Â îäíî-
ìåðíîì ñëó÷àå, êàê óæå ãîâîðèëîñü, äëÿ îïèñàíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ íà ÷èñëàõ
äåéñòâèòåëüíîé îñè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ñòðîãèé ïîðÿäîê, êîòîðûé ñîâ-
ïàäàåò ñ äîìèíèðîâàíèåì ïî Ïàðåòî.

1)Ìíîæåñòâî X ⊆ Rm íàçûâàåòñÿ êîíóñîì, åñëè λx ∈ X äëÿ ëþáîãî x ∈ X è ëþáîãî
÷èñëà λ > 0. Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ 0 ∈ X. Â äàëüíåéøåì ïîä êîíóñîì â Rm ìû
áóäåì ïîíèìàòü, íàðÿäó ñ îáû÷íûì êîíóñîì ñ âåðøèíîé â òî÷êå 0, òàêæå �ñäâèíóòûé�
êîíóñ ñ âåðøèíîé â ëþáîé òî÷êå y ∈ Rm.
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Îòìåòèì, ÷òî äîìèíèðîâàíèå ïî Ïàðåòî (2.2), ââåäåííîå âûøå, ïîäðà-
çóìåâàåò, ÷òî ïðåäïî÷òèòåëüíî óâåëè÷èâàòü çíà÷åíèÿ êàæäîãî èç êðèòåðè-
åâ (ïðè íåèçìåííûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ). Â òî æå âðåìÿ â ïðèëîæåíèÿõ
âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, îòëè÷àþùèåñÿ îò çàäà÷è ÌÊÎ, ñôîðìóëèðîâàííîé âû-
øå, òîëüêî òåì, ÷òî çíà÷åíèÿ âñåõ êðèòåðèåâ ïðåäïî÷òèòåëüíî óìåíüøàòü.
Íàêîíåö, ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ÷àñòè êðèòåðè-
åâ ïðåäïî÷òèòåëüíî óâåëè÷èâàòü, à îñòàëüíûõ � óìåíüøàòü. ßñíî, ÷òî ñ
ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ öåëåâûõ ôóíêöèé íà ìèíóñ åäèíè-
öó âñå ýòè çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷å ÌÊÎ, ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå. Õîòÿ
áèíàðíîå îòíîøåíèå Ïàðåòî ìîæíî ëåãêî ïåðåôîðìóëèðîâàòü è äëÿ ñëó-
÷àÿ ìèíèìèçàöèè âñåõ êðèòåðèåâ, è äàæå äëÿ ñëó÷àÿ ðàçíîíàïðàâëåííûõ
êðèòåðèåâ, â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì äîìèíèðîâàíèÿ ïî
Ïàðåòî òèïà (2.2) è ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå çàäà÷è ÌÊÎ, êîòîðóþ ÷àñòî
çàïèñûâàþò â óñëîâíîì âèäå, àíàëîãè÷íîì (1.1):

ϕ(x)→ max, x ∈ X (2.3)

Íàäî îòäàâàòü ñåáå îò÷åò, ÷òî òàêàÿ çàïèñü çàäà÷è ÌÊÎ äîâîëüíî óñëîâ-
íà (î äîìèíèðîâàíèè ïî Ïàðåòî â íåé íå ãîâîðèòñÿ, õîòÿ ýòî è ïîäðàçóìå-
âàåòñÿ), ïîýòîìó, â îòëè÷èå îò çàäà÷è ñêàëÿðíîé îïòèìèçàöèè (1.1), îíà
ìîæåò íå âîñïðèíèìàòüñÿ ëþäüìè, ìàëî çíàêîìûìè ñ ÌÊÎ. Ê òîìó æå, çà-
ïèñü (1.1) ñðàçó ãîâîðèò î òîì, êàêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à äîëæíà áûòü
ðåøåíà, â òî âðåìÿ êàê çàïèñü (2.3) îá ýòîì íå ãîâîðèò: îíà ëèøü äàåò èí-
ôîðìàöèþ î ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé è î íàïðàâëåíèè óëó÷øåíèÿ
çíà÷åíèé êðèòåðèåâ. Ïîýòîìó ÷àñòî áûâàåò íåîáõîäèìî íå îãðàíè÷èâàòüñÿ
óñëîâíîé çàïèñüþ (2.3), à äàâàòü ïîëíóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è ÌÊÎ.

Êðîìå çàäà÷è ÌÊÎ, ñóùåñòâóåò ìíîãî äðóãèõ çàäà÷ âûáîðà ðåøåíèÿ
ïðè íåñêîëüêèõ êðèòåðèÿõ, íå îòíîñÿùèõñÿ ê îáëàñòè ÌÊÎ. Ýòî çàäà÷è
ñ ìàëûì ÷èñëîì ðåøåíèé, çàäà÷è ñ êà÷åñòâåííûìè êðèòåðèÿìè, çàäà÷è ñ
íåîïðåäåëåííîñòÿìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ è ò.ä. Îòìåòèì, ÷òî â ýòèõ çàäà÷àõ
íàáîð ÷àñòíûõ êðèòåðèåâ èíîãäà òàêæå íàçûâàþò âåêòîðîì, õîòÿ ñâîéñòâ
òî÷êè ïðîñòðàíñòâà Rm îí óæå íå èìååò. Òàêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåðìè-
íà �âåêòîð� íà ïðîèçâîëüíûå íàáîðû êðèòåðèåâ ñëåäóåò èçáåãàòü (ñêàæåì,
ãîâîðèòü ïðîñòî î íàáîðå ÷àñòíûõ êðèòåðèåâ).

2.3. Ïîíÿòèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ÌÊÎ

Â äàííîì ðàçäåëå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ÌÊÎ. Â ñóùíî-
ñòè, ïðîâîäèìûå ðàññóæäåíèÿ � ýòî ðåàëèçàöèÿ îáùèõ èäåé ðåøåíèÿ ôîí
Íåéìàíà-Ìîðãåíøòåðíà äëÿ çàäà÷è ÌÊÎ. Ïðåæäå âñåãî, ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî òåõ çíà÷åíèé êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó-
÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøåíèé èç ìíîæåñòâà X.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ìíîæåñòâî

Y = ϕ(X) = {y ∈ Rm| y = ϕ(x), x ∈ X}

19



íàçûâàþò ìíîæåñòâîì äîñòèæèìûõ êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ (èíîãäà
� ìíîæåñòâîì äîñòèæèìûõ çíà÷åíèé êðèòåðèåâ èëè ìíîæåñòâîì äî-
ñòèæèìûõ öåëåé).

Ìíîæåñòâî Y â êðèòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå èãðàåò ðîëü ìíîæåñòâà äî-
ïóñòèìûõ ðåøåíèé X â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé � îíî ñîäåðæèò òå è òîëüêî
òå êðèòåðèàëüíûå âåêòîðû, êîòîðûå âîçìîæíû (äîñòèæèìû) ñîãëàñíî óñëî-
âèÿì çàäà÷è. Íàëè÷èå áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ñòðîãîãî ïîðÿäêà (äîìèíèðî-
âàíèÿ ïî Ïàðåòî) â ïðîñòðàíñòâå Rm ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíûå
ýëåìåíòû Y .

Îïðåäåëåíèå 2.3. Âåêòîð y0 ∈ Y , ìàêñèìàëüíûé íà Y ïî áèíàðíîìó îò-
íîøåíèþ Ïàðåòî, íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî Ïàðåòî (íåäîìèíèðóåìûì
ïî Ïàðåòî, ïàðåòî-îïòèìàëüíûì, ïàðåòî-ýôôåêòèâíûì).

Çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó ïðè m > 1 áèíàðíîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òå-
íèÿ Ïàðåòî íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì (ò.å. â Y ìîãóò ñóùåñòâîâàòü âåêòîðû,
íå ñðàâíèìûå ñ ïîìîùüþ ýòîãî îòíîøåíèÿ), òî ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ
ýëåìåíòîâ, â îáùåì ñëó÷àå, ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè ìíîæåñòâà Y .

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ìíîæåñòâî MaxP Y ìàêñèìàëüíûõ âåêòîðîâ
èç Y ïî áèíàðíîìó îòíîøåíèþ Ïàðåòî íàçûâàþò ìíîæåñòâîì ïàðåòî-
îïòèìàëüíûõ êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ, ìíîæåñòâîì Ïàðåòî, à òàêæå
íåäîìèíèðóåìîé èëè ýôôåêòèâíîé ïî Ïàðåòî ãðàíèöåé (èëè ïðîñòî ãðà-
íèöåé Ïàðåòî) ìíîæåñòâà Y è îáîçíà÷àþò P (Y ).

Ìíîæåñòâî P (Y ) íå âñåãäà ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà òî, ÷òîáû ñ÷èòàòüñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è ÌÊÎ. Òàê, ìîæíî ëåãêî ïîñòðîèòü ïðèìåðû, êîãäà ìíî-
æåñòâî P (Y ) íå ïóñòî, íî åãî òî÷êè â ñîâîêóïíîñòè íå äîìèíèðóþò âñå
òî÷êè ìíîæåñòâà äîñòèæèìûõ êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ Y . Â òàêîì ñëó÷àå
ãîâîðèòü î ìíîæåñòâå P (Y ) êàê î ðåøåíèè çàäà÷è ÌÊÎ áûëî áû íåâåðíî.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ðåøåíèå ïî ôîí Íåéìàíó-Ìîðãåíøòåðíó äëÿ áèíàð-
íîãî îòíîøåíèÿ Ïàðåòî íà ìíîæåñòâå Y íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
ÌÊÎ â êðèòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå.

Â ïðèâåäåííîì îïðåäåëåíèè ãîâîðèòñÿ î ðåøåíèè çàäà÷è ÌÊÎ â êðè-
òåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñóùåñòâóåò è äðóãîå ìíîæåñòâî, ïðåòåíäóþùåå
íà òî, ÷òîáû áûòü ðåøåíèåì çàäà÷è ÌÊÎ. Ýòî ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà
ðåøåíèé W . Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå Ïàðåòî �p,
îïðåäåëåííîå â ïðîñòðàíñòâå êðèòåðèåâ, ïîðîæäàåò áèíàðíîå îòíîøåíèå
äëÿ x′, x′′ ∈W , äëÿ êîòîðîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü òî æå îáîçíà÷åíèå:

x′�px′′ ⇔ ϕ(x′)�pϕ(x′′).

Ýòî áèíàðíîå îòíîøåíèå, òàêæå íàçûâàåìîå äîìèíèðîâàíèåì ïî Ïàðåòî,
ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ñòðîãîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé W . Ïî-
ýòîìó ìîæíî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ íà ìíîæå-
ñòâå X ñîãëàñíî áèíàðíîìó îòíîøåíèþ Ïàðåòî â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé.
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Òàêîå ìíîæåñòâî ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç P (X). Ìíîæåñòâî P (X) íàçû-
âàþò ìíîæåñòâîì ðåøåíèé, ýôôåêòèâíûõ ïî Ïàðåòî è îïòèìàëüíûõ ïî
Ïàðåòî, à òàêæå ìíîæåñòâîì íåóëó÷øàåìûõ ðåøåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ðåøåíèå ïî ôîí Íåéìàíó-Ìîðãåíøòåðíó äëÿ áèíàð-
íîãî îòíîøåíèÿ Ïàðåòî íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
ÌÊÎ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé W .

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ÌÊÎ èìååò ðåøåíèå è â êðèòåðèàëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå, è â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé. Ýòè ðåøåíèÿ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé:
êàê ëåãêî çàìåòèòü, P (Y ) = ϕ(P (X)), ïðè÷åì P (X) � ïîëíûé ïðîîáðàç
P (Y ) íà ìíîæåñòâå X. Òàêèì îáðàçîì, ñâÿçü ìåæäó ìíîæåñòâàìè P (X) è
P (Y ) â çàäà÷å ÌÊÎ àíàëîãè÷íà ñâÿçè ìåæäó ìíîæåñòâîì ðåøåíèé è îïòè-
ìàëüíûì çíà÷åíèåì êðèòåðèÿ â îäíîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷å îïòèìèçàöèè. Â
îòëè÷èå îò ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ, â çàäà÷àõ ÌÊÎ ìíîæåñòâî P (Y ) ÿâëÿåòñÿ
ñëîæíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ, ñâîéñòâà êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ,
à èõ çíàíèå, êàê ìû óâèäèì â ýòîì êóðñå, ïîìîãàåò ðåøèòü òåîðåòè÷åñêèå
ïðîáëåìû ÌÊÎ.

Âàæíî, ÷òî çíàíèå ìíîæåñòâà P (Y ) ïîìîãàåò ðåøèòü ïðàêòè÷åñêèå âî-
ïðîñû âûáîðà ðåøåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî P (Y ) èìååò ïðîñòóþ
ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ: îíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ãðàíèöû ìíîæåñòâà
Y . Ìîæíî ëåãêî îïðåäåëèòü ãðàôè÷åñêè, ïðèíàäëåæèò ëè äàííàÿ òî÷êà
y ∈ Y ìíîæåñòâó P (Y ). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûÿñíèòü, ïîïàäàþò ëè äðó-
ãèå òî÷êè ìíîæåñòâà Y â êîíóñ y + Rm+\{0} (ñì. ðèñ. 2.1).

�¨á. 2.1.

Â òî æå âðåìÿ, â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé äàòü òàêóþ ïðîñòóþ èíòåð-
ïðåòàöèþ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, êàê ïðàâèëî, íåâîçìîæíî èç-çà áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé, ÷òî ìîæåò îñëîæíèòüñÿ íåëèíåéíî-
ñòüþ îòîáðàæåíèÿ ϕ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, â ìåòîäàõ ÌÊÎ áîëüøîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâó P (Y ). Íàäî, îäíàêî, îòäàâàòü ñåáå îò÷åò â òîì, ÷òî
ìíîæåñòâî Y çàðàíåå íå èçâåñòíî, ïîýòîìó îïèñàííûé âûøå ãðàôè÷åñêèé
àíàëèç ãðàíèöû Ïàðåòî òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîãî ðåøåíèÿ ñëîæíîé çàäà-
÷è àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà Y (èëè äðóãèõ, ñâÿçàííûì ñ íèì ìíîæåñòâ).
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Ðåàëèçàöèÿ òàêîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷ ÌÊÎ îïèñàíî âî âòîðîé ãëàâå
íàøåé êíèãè.

Ïîñëå òîãî, êàê îïðåäåëåíû ìíîæåñòâà ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ, âîçíè-
êàåò âîïðîñ îá èçó÷åíèè èõ ñâîéñòâ. Â äàííîì êóðñå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü
òå èç íèõ, êîòîðûå èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè (î
äðóãèõ ñâîéñòâàõ, êîòîðûå çäåñü íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, ñì. [12]). Ñðàçó îò-
ìåòèì, ÷òî, íàïðèìåð, äàæå ó ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ Y ãðàíèöà Ïàðåòî ìîæåò
áûòü íåñâÿçíîé (ñì. ðèñ. 2.1 á).

Êàê âñåãäà, ñòîèò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è ÌÊÎ. Îòâåò
íà òàêîé âîïðîñ áûâàåò íåïðîñò è â çàäà÷àõ îäíîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçà-
öèè (ñêàæåì, â çàäà÷àõ, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè),
à â çàäà÷àõ ÌÊÎ îí îñëîæíÿåòñÿ èõ ñïåöèôèêîé. Íåêîòîðûå ïðîñòûå óòâåð-
æäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è ÌÊÎ ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå.

2.4. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷èÌÊÎ

Â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X è, çíà÷èò, êîíå÷íî-
ãî ìíîæåñòâà Y , èç óòâåðæäåíèÿ 1.4 äëÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ Ïàðåòî P,
ÿâëÿþùåãîñÿ îòíîøåíèåì ñòðîãîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî ìàê-
ñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ P (Y ) íåïóñòî è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïî ôîí Íåéìàíó-
Ìîðãåíøòåðíó äëÿ îòíîøåíèÿ P íà Y . Òàêèì îáðàçîì, P (Y ) ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì çàäà÷è ÌÊÎ â ïðîñòðàíñòâå êðèòåðèåâ. Ñîâîêóïíîñòü òî÷åê ìíî-
æåñòâà X, ïîðîæäàþùèõ òî÷êè ìíîæåñòâà P (Y ), ò.å. ìíîæåñòâî P (X), ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ÌÊÎ â ïðîñòðàíñòâå W .

Â îáùåì ñëó÷àå, îäíàêî, ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé X è ìíîæå-
ñòâî äîñòèæèìûõ êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ Y áåñêîíå÷íû, ïîýòîìó äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà íåïóñòîòû ìíîæåñòâ ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ è âûïîëíåíèÿ
ñâîéñòâà ôîí Íåéìàíà-Ìîðãåíøòåðíà òðåáóþòñÿ îïðåäåëåííûå ïðåäïîëî-
æåíèÿ.

Çàðàíåå îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùèé ôàêò. Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñ-
íî îïðåäåëåíèþ ñâîéñòâà ôîí Íåéìàíà-Ìîðãåíøòåðíà, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
íàëè÷èÿ ýòîãî ñâîéñòâà íàäî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî y0 ∈ Y ëèáî èìå-
åò ìåñòî y0 ∈ P (Y ), ëèáî ñóùåñòâóåò òàêîé y′ ∈ P (Y ), ÷òî y′�py0. Ïî-
ýòîìó äëÿ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà Y èç âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà ôîí Íåéìàíà-
Ìîðãåíøòåðíà ñðàçó ñëåäóåò íåïóñòîòà P (Y ), òàê ÷òî ïîñëåäíåå óòâåðæäå-
íèå îòäåëüíî äîêàçûâàòü íå òðåáóåòñÿ. Âñïîìèíàÿ, ÷òî y′�py0 îçíà÷àåò y′ >
y0, y′ 6= y0, ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî ñâîéñòâî ôîí Íåéìàíà-Ìîðãåíøòåðíà äëÿ
áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ Ïàðåòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî y0 ∈ Y
ñóùåñòâóåò y′ ∈ P (Y ), äëÿ êîòîðîãî y′ > y0.

Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â Rm çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå 〈y′, y′′〉 =

n∑
i=1

y′iy
′′
i è ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìà è ðàññòîÿíèå.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü â çàäà÷å ÌÊÎ (2.3) ìíîæåñòâî Y íåïóñòî, ïðè÷åì
äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ìíîæåñòâî Y ∩ {y+Rm+} êîìïàêòíî. Òîãäà ìíîæåñòâî
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P (Y ) íåïóñòî è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ÌÊÎ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y0 ∈ Y . Ïóñòü c ∈ Rm,
c > 0. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà max

y∈Y ∩{y0+Rm
+ }
〈c, y〉 . Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ

〈c, y〉 íåïðåðûâíà, è ïî óñëîâèþ òåîðåìû ìíîæåñòâî Y ∩{y+Rm+} êîìïàêòíî,
òî ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ. Ïóñòü ỹ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà, ò.å.

〈c, ỹ〉 = max
y∈Y ∩{y0+Rm

+ }
〈c, y〉 .

Ïîêàæåì, ÷òî ỹ ∈ P (Y ). Ïóñòü ýòî íå òàê, ò.å. íàéäåòñÿ òàêîé ˜̃y ∈ Y , ÷òî
˜̃y > ỹ, ˜̃y 6= ỹ. Òîãäà â ñèëó c > 0 èìååì

〈
c, ˜̃y
〉
> 〈c, ỹ〉 , è ïðè ýòîì

˜̃y ∈ {ỹ + Rm+} ⊆ {y0 + Rm+}.

Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ỹ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ỹ ∈ P (Y ). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè y0 ∈ Y íàøëàñü
òàêàÿ òî÷êà ỹ ∈ P (Y ), ÷òî ỹ > y0.

Ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2.1 ÿâëÿåòñÿ íèæåñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü â çàäà÷å ÌÊÎ (2.3) ìíîæåñòâî Y íåïóñòî è êîì-
ïàêòíî. Òîãäà ìíîæåñòâî P (Y ) íåïóñòî è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
ÌÊÎ.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.1 íå ñëèøêîì êîíñòðóêòèâíî, ïîñêîëüêó âîçíè-
êàåò âîïðîñ î òîì, êàê ïðîâåðèòü êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà {y + Rm+} äëÿ
êàæäîé òî÷êè y ∈ Y . Áîëåå êîíñòðóêòèâíîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü â çàäà÷å ÌÊÎ (2.3) ìíîæåñòâî Y íåïóñòî è çàìêíó-
òî, ïðè÷åì íàéäóòñÿ òàêèå âåêòîð µ > 0 è ÷èñëî α, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Y
âûïîëíÿåòñÿ 〈µ, y〉 6 α, ò.å. Y ⊆ {y ∈ Rm| 〈µ, y〉 6 α}. Òîãäà ìíîæåñòâî
P (Y ) íåïóñòî è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ÌÊÎ.

Óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç òåîðåìû 2.1 (ïî-
äðîáíåå ñì. â [12]).
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Ãëàâà3. Íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ ÌÊÎ

Èòàê, â çàäà÷å ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè (2.3) ïîä îïòèìàëü-
íûì ðåøåíèåì ïîíèìàþòñÿ ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé ìíîæåñòâà â ïðîñòðàí-
ñòâå ðåøåíèé è ïðîñòðàíñòâå êðèòåðèåâ. Òàêèì îáðàçîì, ðàññóæäåíèÿ ìî-
ãóò ïðîâîäèòüñÿ â îäíîì èç ýòèõ äâóõ ïðîñòðàíñòâ. Òåîðåìû î ñóùåñòâî-
âàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è ÌÊÎ, ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ïî-
êàçûâàþò, ÷òî ðàññóæäåíèÿ, ïðîâîäèìûå â êðèòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå,
çà÷àñòóþ îêàçûâàþòñÿ íàãëÿäíûìè è ïðîñòûìè. Îíè ïîçâîëÿþò îòâëå÷üñÿ
îò îñîáåííîñòåé, êîòîðûå íåèçáåæíî ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷
ÌÊÎ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé, è ïîëó÷èòü áîëåå óíèâåðñàëüíûå óòâåðæäå-
íèÿ. Ïîíÿòèÿ ÌÊÎ, ðàññìîòðåííûå â äàííîì ïàðàãðàôå, ïîäòâåðæäàþò
íàëè÷èå ýòîé îñîáåííîñòè çàäà÷ ÌÊÎ.

3.1. Ïðèìåíåíèå êâàçèïîðÿäêà â ÌÊÎ

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå Rm êâàçèïîðÿäîê R, ïîðîäèâøèé áèíàðíîå
îòíîøåíèå Ïàðåòî, ò.å.

y′Ry′′ ⇐⇒ y′j > y′′j , j ∈ {1, . . . ,m},

Ñïðàøèâàåòñÿ, íå ìîæåò ëè ýòîò êâàçèïîðÿäîê áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ôîð-
ìóëèðîâêè ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ÌÊÎ. Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ââå-
äåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ýëåìåíò x∗ ∈ X íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî îïòèìàëü-
íûì ðåøåíèåì çàäà÷è ÌÊÎ (2.3), åñëè ϕ(x∗)Rϕ(x) äëÿ âñåõ x ∈ X, èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, ϕ(x∗) > ϕ(x) äëÿ âñåõ x ∈ X.

Îòìåòèì, ÷òî äàæå â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé ϕ(x) è êîì-
ïàêòíûõ ìíîæåñòâ X òàêàÿ òî÷êà x∗ ∈ X îáû÷íî íå ñóùåñòâóåò. Äåéñòâè-
òåëüíî, äëÿ åå ñóùåñòâîâàíèÿ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ìàêñèìóì ϕi(x) íà X äëÿ
âñåõ i = 1, . . . ,m äîñòèãàëñÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå x∗. Ïðîñòåéøèé ïðè-
ìåð îòñóòñòâèÿ òî÷êè x∗: X = {(0, 1); (1, 0)} è ϕi(x) = xi, i = 1, 2. Ýòà
ïàðà äîïóñòèìûõ òî÷åê íå ñîñòîèò â îòíîøåíèè �íå õóæå�, òàê ÷òî àáñîëþò-
íî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, íåïîñðåäñòâåííîå
èñïîëüçîâàíèå êâàçèïîðÿäêà R íåïðîäóêòèâíî. Â òî æå âðåìÿ, íèêòî íå ìå-
øàåò íàì ðàññìîòðåòü ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ ñàìè ïî ñåáå (îíè
ñóùåñòâóþò, â ÷àñòíîñòè, äëÿ íåïðåðûâíîé ϕ(x) è êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà
X).

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïîä èäåàëüíîé òî÷êîé çàäà÷è ÌÊÎ (2.3) ïîíèìàþò
òàêîé âåêòîð y∗ ∈ Rm, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìóìàìè
÷àñòíûõ êðèòåðèàëüíûõ ôóíêöèé ϕi(x) ïî îòäåëüíîñòè, ò.å.

y∗i = max
x∈X

ϕi(x), i = 1, . . . ,m.
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Âåêòîð y∗ (èäåàëüíàÿ òî÷êà) ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìûì òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x∗. Ïîñêîëüêó íàëè÷èå
òàêîãî x∗ ∈ X ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèåì, òî÷êó y∗ ÷àñòî íàçûâàþò óòîïè÷å-
ñêîé. Íà ðèñ. 3.1 äëÿ m = 2 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ìíîæåñòâ Y , â êîòîðûõ
âåêòîð y∗ ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìûì (ðèñ. 3.1 à) è íåäîñòèæèìûì (ðèñ. 3.1 á).

�¨á. 3.1.

Òàêèì îáðàçîì, íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå êâàçèïîðÿäêà R îáû÷-
íî íå äàåò âîçìîæíîñòè ââåñòè ïîíÿòèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ÌÊÎ, ïîýòîìó
èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ñòðîãîãî ïîðÿäêà ïî
Ïàðåòî.

3.2. Îáîëî÷êà Ýäæâîðòà�Ïàðåòî

Â äàííîì ïàðàãðàôå â äàëüíåéøåì áåç äîïîëíèòåëüíîãî óïîìèíàíèÿ
ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ÌÊÎ (2.3).

Îïðåäåëåíèå 3.3. Îáîëî÷êîé Ýäæâîðòà-Ïàðåòî (ÎÝÏ) ìíîæåñòâà Y
íàçûâàþò ìíîæåñòâî

YP = Y + (−Rm+ ) = {y ∈ Rm|y 6 ϕ(x), x ∈ X}.

Èç îïðåäåëåíèÿ 3.3 ñðàçó ñëåäóåò

Ëåììà 3.1. Ïóñòü çàäàí ïðîèçâîëüíûé âåêòîð y ∈ Rm. Òîãäà äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû y ∈ YP , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë òàêîé
âåêòîð y′ ∈ Y , ÷òî y′ > y.

Òàêèì îáðàçîì, îáîëî÷êà Ýäæâîðòà-Ïàðåòî ñîäåðæèò âñå òå òî÷êè Rm,
êîòîðûå äîìèíèðóþòñÿ ïî Ïàðåòî òî÷êàìè ìíîæåñòâà Y . Èìååò ìåñòî åùå
îäíî î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.2. Åñëè â çàäà÷å ÌÊÎ (2.3) áèíàðíîå îòíîøåíèå Ïàðåòî îáëà-
äàåò ÍÌ-ñâîéñòâîì íà P (Y ) ⊂ Y , òî YP = P (Y ) + (−Rm+ ).
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Òåðìèí Îáîëî÷êà Ýäæâîðòà-Ïàðåòî ÿâëÿåòñÿ ïåðåâîäîì ñ àíãëèéñêîãî
òåðìèíà Edgeworth-Pareto Hull. Çà÷àñòóþ âìåñòî Edgeworth-Pareto Hull â
àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí Free Disposal Hull, âçÿòûé
èç ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Íàäî îòìåòèòü, ÷òî õîòÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ôîðìóëèðîâêà îáîèõ ïîíÿòèé áëèçêà, òàêàÿ ïîäìåíà íåóäà÷íà, ïîñêîëüêó
ÎÝÏ èìååò èíîé ñìûñë.

Ðîëü ÎÝÏ â çàäà÷àõ ÌÊÎ ïîÿñíÿåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.1. P (YP ) = P (Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàæåì, ÷òî P (Y ) ⊆ P (YP ). Ïóñòü ýòî íå òàê, ò.å.
ñóùåñòâóåò y0 ∈ P (Y ) òàêîé, ÷òî y0 6∈ P (YP ). Òàê êàê P (Y ) ⊆ Y ⊆ YP ,
òî y0 ∈ YP . Ïîñêîëüêó y0 6∈ P (YP ), òî íàéäåòñÿ òàêîé y′ ∈ YP , ÷òî y′ > y0,
y′ 6= y0. Ïî ëåììå 3.1 ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò y′′ ∈ Y òàêîé, ÷òî y′′ > y′ è,
ñëåäîâàòåëüíî, y′′ > y0, y′′ 6= y0. Ïîñêîëüêó y′′ ∈ Y äîìèíèðóåò ïî Ïàðåòî
âåêòîð y0, òî y0 6∈ P (Y ). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

2. Äîêàæåì òåïåðü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, ò.å. P (YP ) ⊆ P (Y ). Ïóñòü y0 ∈
P (YP ), íî y0 6∈ P (Y ). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

2à .Åñëè y0 ∈ Y ,òî â ñèëó y0 6∈ P (Y ), ñóùåñòâóåò y′ ∈ Y òàêîé, ÷òî
y′ > y0, y′ 6= y0. Òàê êàê Y ⊆ YP , òî y

′ ∈ YP , îòêóäà y
0 6∈ P (YP ). Òàêèì

îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.
2á. Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé y0 6∈ Y . Òàê êàê y0 ∈ P (YP ), òî y0 ∈ YP ,

çíà÷èò, ïî ëåììå 3.1 íàéäåòñÿ òàêîé y′′ ∈ Y , ÷òî y′′ > y0. Êðîìå òîãî,
ïîñêîëüêó y0 6∈ Y , òî y′′ 6= y0, òàê ÷òî y′′ ∈ Y ⊂ YP äîìèíèðóåò y0 ∈ YP .
Îòñþäà y0 6∈ P (YP ). Îïÿòü ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.

Ìîæíî ïîëó÷èòü è äðóãèå ñâîéñòâà ÎÝÏ, íàïðèìåð, ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà 3.2. Åñëè Y êîìïàêòíî, òî YP çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Y çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî, à ìíîæåñòâî Rm+
çàìêíóòî, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñðàçó ñëåäóåò èç çàìêíóòîñòè ñóììû
äâóõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, îäíî èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíî [4], [7].

Èìåþòñÿ è äðóãèå ñâîéñòâà ÎÝÏ, âàæíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäîâ ÌÊÎ.
Ïîíÿòèå ÎÝÏ ïîëåçíî è â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ: èñïîëüçîâàíèå ýòî-
ãî ïîíÿòèÿ ïîçâîëÿåò óäîáíî ñôîðìóëèðîâàòü ìíîãèå óòâåðæäåíèÿ, â ÷àñò-
íîñòè, ðàññìîòðåííûå äàëåå â äàííîì ïàðàãðàôå.

3.3. Äîìèíèðîâàíèå ïî Ñëåéòåðó

Â ÌÊÎ èñïîëüçóåòñÿ åùå îäíî áèíàðíîå îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïîðÿäêà,
èãðàþùåå âñïîìîãàòåëüíóþ, íî âàæíóþ ðîëü. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå
Rm áèíàðíîå îòíîøåíèå S:

y′Sy′′ ⇔ y′ > y′′ (y′i > y′′i , i = 1, . . . ,m).

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ýòî áèíàðíîå îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî è èððåôëåêñèâíî,
ò.å. ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì îòíîøåíèåì ñòðîãîãî ïîðÿäêà.
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Äëÿ ñòðîãîãî ïîðÿäêà S òàêæå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå �S . Ýòî áè-
íàðíîå îòíîøåíèå ïðèíÿòî íàçûâàòü äîìèíèðîâàíèåì ïî Ñëåéòåðó. Åñëè
y′�Sy′′, òî ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîð y′ äîìèíèðóåò âåêòîð y′′ ïî Ñëåéòåðó. Ñòðî-
ãèé ïîðÿäîê ïî Ñëåéòåðó çàäàåòñÿ êîíóñîì intRm = Rm+ \ FrRm+ 1). Ìíî-
æåñòâî âåêòîðîâ, äîìèíèðóþùèõ òî÷êó y ïî Ñëåéòåðó, ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå y + Rm+\FrRm+ .

Îïðåäåëåíèå 3.4. Âåêòîð y0 ∈ Y , ìàêñèìàëüíûé ïî îòíîøåíèþ S íà Y ,
íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî Ñëåéòåðó, íåäîìèíèðóåìûì ïî Ñëåéòåðó
èëè ñëàáî ýôôåêòèâíûì.

Ïîñêîëüêó ïðè m > 1 îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ S íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì
(ò.å. â Y ìîãóò ñóùåñòâîâàòü âåêòîðû, íå ñðàâíèìûå ñ ïîìîùüþ ýòîãî îò-
íîøåíèÿ), òî ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìîæåò, â îáùåì ñëó÷àå,
ñîñòîÿòü áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè ìíîæåñòâà Y .

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ìíîæåñòâî S(Y ) = MaxS Y íàçûâàþò ìíîæåñòâîì
Ñëåéòåðà â ïðîñòðàíñòâå êðèòåðèåâ èëè ñëàáî ýôôåêòèâíîé ãðàíèöåé2)ìíîæåñò-
âà Y .

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ äëÿ S(Y ) òàêæå ïîÿâèëèñü òàêèå òåðìèíû êàê ñëàáàÿ
ãðàíèöà Ïàðåòî è ñëàáîå ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî.

Â ñèëó òîãî, ÷òî S ⊆ P, èç óòâåðæäåíèÿ 1.3 ñëåäóåò, ÷òî P (Y ) ⊆ S(Y ).
Ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è ÌÊÎ áèíàðíîå îòíîøåíèå �S â ïðîñòðàíñòâå

êðèòåðèåâ ïîðîæäàåò ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå äîïóñòè-
ìûõ ðåøåíèé X:

x′�Sx′′ ⇔ ϕ(x′)�Sϕ(x′′).

×åðåç S(X) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ íà ìíîæå-
ñòâå X. Ìíîæåñòâî S(X) íàçûâàþò ìíîæåñòâîì ðåøåíèé, îïòèìàëüíûõ
ïî Ñëåéòåðó, à òàêæå ìíîæåñòâîì ñëàáî ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé3).

Çàìå÷àíèå 3.1. Ïîñêîëüêó P (Y ) ⊆ S(Y ), òåîðåìû 2.1 è 2.2 äàþò äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèå íåïóñòîòû S(Y ) è âûïîëíåíèÿ ÍÌ-ñâîéñòâà äëÿ áèíàðíî-
ãî îòíîøåíèÿ Ñëåéòåðà íà S(Y ) ⊆ Y .

3.4. Ñâîéñòâà ìíîæåñòâà Ñëåéòåðà

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç FrY îáîçíà÷åíà ãðàíèöà ìíîæåñòâà Y ⊂ Rm. Çà-
ìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå S(YP ) = FrYP âûïîëíÿåòñÿ äàëåêî íå âñåãäà, íà-
ïðèìåð, îíî íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåçàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Y .

Òåîðåìà 3.3. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1. S(Y ) = S(YP ) ∩ Y ,
1)Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç intX îáîçíà÷àåòñÿ âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà X, à ÷åðåç FrX �

ãðàíèöà ìíîæåñòâà X.
2)Èíîãäà ïîä ñëàáî ýôôåêòèâíîé ãðàíèöåé ïîíèìàþò òîëüêî S(Y )\P (Y ).
3)Èíîãäà ïîä ìíîæåñòâîì ñëàáî ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé ïîíèìàþò òîëüêî S(X)\P (X).
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2. S(Y ) = FrYP ∩ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîêàæåì, ÷òî S(Y ) ⊆ S(YP ) ∩ Y . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ýòî íå òàê, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð y0 ∈ S(Y ), ÷òî y0 6∈ S(YP ) ∩ Y .
Ïîñêîëüêó y0 ∈ S(Y ) ⊆ Y , òî èç ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî y0 6∈ S(YP ). Â
ñèëó Y ⊆ YP èìååì y0 ∈ YP . Ïîñêîëüêó y0 6∈ S(YP ), òî ñóùåñòâóåò y′ ∈ YP
òàêîé, ÷òî y′ > y0. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1 äëÿ y′, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
y′′ ∈ Y òàêîé, ÷òî y′′ > y′, îòêóäà, y′′ > y0, ò.å. y0 6∈ S(Y ). Ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî S(YP ) ∩ Y ⊆ S(Y ). Ïóñòü y0 ∈ S(YP ) ∩ Y , íî y0 6∈
S(Y ). Òîãäà íàéäåòñÿ y′ ∈ Y òàêîé, ÷òî y′ > y0. Íî òàê êàê Y ⊆ YP , òî
y′ ∈ YP , ñëåäîâàòåëüíî, y0 6∈ S(YP ). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

2. Ïîêàæåì, ÷òî S(Y ) ⊆ FrYP ∩Y . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íåâåðíî. Òîãäà
íàéäåòñÿ òàêîé y0 ∈ S(Y ), ÷òî y0 6∈ FrYP ∩ Y . Ïîñêîëüêó y0 ∈ S(Y ) ⊆ Y ,
òî èç ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî y0 6∈ FrYP . Òàê êàê y

0 6∈ FrYP è y0 ∈ YP ,
òî y0 ∈ intYP , ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 èìååì Uε(y

0) ⊂ YP , ãäå Uε(y
0)

� ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè y0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò y′ ∈ YP òàêîé, ÷òî
y′ > y0. Ñîãëàñíî ëåììå 3.1 íàéäåòñÿ y′′ ∈ Y òàêîé, ÷òî y′′ > y′ > y0 è,
ñëåäîâàòåëüíî, y0 6∈ S(Y ). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî FrYP ∩ Y ⊆ S(Y ). Ïóñòü y0 ∈ Y ∩ FrYP , íî y
0 6∈

S(Y ). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò y′ ∈ Y òàêîé, ÷òî y′ > y0. Ñëå-
äîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ y ∈ Uε(y

0) òàêæå èìååì
y′ > y, ò.å. Uε(y

0) ⊂ YP , îòêóäà y
0 ∈ intYP . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî

y0 ∈ FrYP .

3.5. Îïòèìàëüíîñòü ïî Äæîôôðèîíó

Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð çàäà÷è ÌÊÎ. Ïóñòü ìíîæåñòâî äîñòèæè-
ìûõ êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ èìååò âèä Y = {y ∈ R2| (1 + y1)2 + y2

2 6 1}
(ñì. ðèñ. 3.2). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìíîãîêðèòåðèàëüíîé ìàêñèìèçàöèè (2.3).

�¨á. 3.2.

Ìíîæåñòâî êðèòåðèàëüíûõ òî÷åê, îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî, èìååò âèä
P (Y ) = {y ∈ R2| − 1 ≤ y1 ≤ 0, y2 =

√
−y1}. Êàê âèäíî, òî÷êà (0, 0) ïðè-

íàäëåæèò ïàðåòîâîé ãðàíèöå ìíîæåñòâà Y , â òî æå âðåìÿ, îíà êà÷åñòâåííî
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îòëè÷àåòñÿ îò îñòàëüíûõ òî÷åê. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y2 =
√
−y1 âî âíóò-

ðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè çàäàíèÿ −1 ≤ y1 ≤ 0 ðàâíà −1/(2
√
−y1), è ïðè

ñòðåìëåíèè y1 ê íóëþ âåëè÷èíà ïðîèçâîäíîé ñòðåìèòñÿ ê −∞. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî, ïåðåõîäÿ èç òî÷êè (0, 0) â íåêîòîðóþ áëèçêóþ ê íåé òî÷êó ïàðå-
òîâîé ãðàíèöû, ìîæíî óâåëè÷èòü çíà÷åíèå âòîðîãî êðèòåðèÿ íà íåêîòîðóþ
âåëè÷èíó ∆y2 ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, â òî âðåìÿ êàê óìåíüøåíèå çíà÷å-
íèå ïåðâîãî êðèòåðèÿ ∆y1 áóäåò èìåòü âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè. ßñíî, ÷òî
òî÷êà (0, 0) ìåíåå ïðåäïî÷òèòåëüíà, ÷åì òàêàÿ òî÷êà (∆y1,∆y2) (èñêëþ÷àÿ
ïàòîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé, êîãäà êðèòåðèé y1 íåñðàâíèìî áîëåå âàæåí, íåæåëè
êðèòåðèé y2). Ïîýòîìó òî÷êà (0, 0) ìîæåò áûòü èñêëþ÷åíà èç ðàññìîòðåíèÿ.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ÌÊÎ íå ðàññìàòðèâàòü òî÷êè òàêîãî
òèïà, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îïòèìàëüíîñòè ïî Äæîôôðèîíó.

Îïðåäåëåíèå 3.6. Òî÷êà y0 ∈ P (Y ) íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííî ýôôåêòèâíîé
(îïòèìàëüíîé ïî Äæîôôðèîíó), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî θ(y0), ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê y ∈ Y ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå: åñëè yi > y0

i ,
òî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð j ∈ {1, . . . ,m}, ÷òî yj < y0

j , ïðè÷åì

yi − y0
i

y0
j − yj

6 θ(y0).

Â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå äëÿ òî÷êè y0 = (0, 0) òàêîãî θ(y0) > 0 íå
ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó îíà íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííî ýôôåêòèâíîé.

Ñîâîêóïíîñòü òî÷åê, îïòèìàëüíûõ ïî Äæîôôðèîíó, ïðèíÿòî îáîçíà-
÷àòü ÷åðåç G(Y ). Ïî îïðåäåëåíèþ, G(Y ) ⊆ P (Y ). Â òî æå âðåìÿ ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.3 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå P (Y ) ⊆ G(Y )
(äîêàçàòåëüñòâî ñì. íà ñòð. 145 êíèãè [12]). Òàêèì îáðàçîì, â çàäà÷àõ, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ òåîðåìû 2.3, ìíîæåñòâî G(Y ) ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò
P (Y ).
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Ãëàâà4. Câåðòêè êðèòåðèåâ

Ðàíåå áûëî îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé
îïòèìèçàöèè (2.3), â êà÷åñòâå êîòîðîãî áûëè ïðåäëîæåíû ìíîæåñòâî P (X)
è åãî îáðàç â êðèòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå P (Y ), è áûëè ðàññìîòðåíû ïðî-
ñòåéøèå ñâîéñòâà ýòèõ ìíîæåñòâ. Äàëåå ïðîäîëæèì èçó÷åíèå çàäà÷è ÌÊÎ
(2.3). Âàæíåéøèì òåîðåòè÷åñêèì è ïðàêòè÷åñêèì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ âî-
ïðîñ î õàðàêòåðèçàöèè ýòèõ ìíîæåñòâ íà îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñêàëÿðíîé
îïòèìèçàöèè, ò.å. èõ îïèñàíèÿ â âèäå ñîâîêóïíîñòè ðåøåíèé íåêîòîðûõ çà-
äà÷ ñêàëÿðíîé îïòèìèçàöèè. Äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ýòèõ ìíîæåñòâ, à òàêæå
äëÿ íàõîæäåíèÿ èõ îòäåëüíûõ òî÷åê áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ñâåðòîê êðè-
òåðèåâ, ñîñòîÿùèé â ïîñòðîåíèè ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé âåêòîðà êðèòåðèåâ è
ðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ ñêàëÿðíîé îïòèìèçàöèè. Èçíà÷àëüíî ìå-
òîä ñâåðòîê êðèòåðèåâ ïðåäíàçíà÷àëñÿ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ åäèíîãî êðèòå-
ðèÿ âûáîðà ðåøåíèÿ, îòðàæàþùåãî èíòåðåñû ïîëüçîâàòåëÿ. Â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ñâåðòêè êðèòåðèåâ â òåîðèè ÌÊÎ íå ñâÿçûâàþòñÿ ñ èíòåðåñàìè: îíè
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, à
òàêæå ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÌÊÎ.

4.1. Ñêàëÿðíûå ôóíêöèè, íå óáûâàþùèå ïî áèíàðíîìó îòíî-
øåíèþ

Ïîä ñâåðòêîé êðèòåðèåâ â ÌÊÎ ïðèíÿòî ïîíèìàòü ëþáóþ ñêàëÿðíóþ
ôóíêöèþ êðèòåðèåâ. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâîéñòâ ñâåðòîê êðèòåðèåâ îòâëå-
÷åìñÿ îò çàäà÷ ÌÊÎ è ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé, íå óáû-
âàþùèõ ïî áèíàðíîìó îòíîøåíèþ ñòðîãîãî ïîðÿäêà.

ÏóñòüG� íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çàäàíî áèíàðíîå îòíîøåíèå
ñòðîãîãî ïîðÿäêà P è ïóñòü ψ : G→ R1. Ïóñòü a, b ∈ G.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ôóíêöèÿ ψ íàçûâàåòñÿ íåóáûâàþùåé ïî P, åñëè èç aPb
ñëåäóåò ψ(a) > ψ(b). Ôóíêöèÿ ψ íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé ïî P, åñëè èç
aPb ñëåäóåò ψ(a) > ψ(b).

Ëåììà 4.1 (Îñíîâíàÿ ëåììà). Ïóñòü A ⊆ G, ψ : G→ R1, ψ íå óáûâàåò ïî
P íà A è äëÿ íåêîòîðîãî a0 ∈ A èìååì ψ(a0) = max

a∈A
ψ(a). Äëÿ òîãî ÷òîáû

a0 ∈ MaxP A, äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ îäíîãî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) ψ � âîçðàñòàþùàÿ ïî P íà A,

2) a0 � åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ
max
a∈A

ψ(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a0 /∈ MaxP A. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò a′ ∈ A òàêîé, ÷òî a′Pa0, ò.å. ïî îïðåäåëåíèþ 4.1 èìååì ψ(a′) > ψ(a0),
íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ψ(a0) = max

a∈A
ψ(a).

30



2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a0 /∈ MaxP A. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé a ∈ A,
÷òî a′Pa0 äëÿ íåêîòîðîãî a′ ∈ A. Òîãäà ψ(a′) > ψ(a0). Ïîñêîëüêó a0 �
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ max

a∈A
ψ(a), òî

ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

4.2. Îáùàÿ òåîðèÿ ñâåðòîê

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å ÌÊÎ (2.3).
Ñëåäñòâèÿ èç îñíîâíîé ëåììû:

1) åñëè ñâåðòêà êðèòåðèåâ ψ(y) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ïî áèíàðíîìó îòíî-
øåíèþ Ïàðåòî (Ñëåéòåðà) íà ìíîæåñòâå Y , y0 ∈ Y è ψ(y0) = max

y∈Y
ψ(y), òî

y0 ∈ P (Y ) (y0 ∈ S(Y ));
2) åñëè ñâåðòêà êðèòåðèåâ ψ(y) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ïî áèíàðíîìó îòíî-
øåíèþ Ïàðåòî íà ìíîæåñòâå Y è ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé y0 ∈ Y òàêîé,
÷òî ψ(y0) = max

y∈Y
ψ(y), òî y0 ∈ P (Y ).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðûé âåêòîð êðèòå-
ðèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ íåäîìèíèðóåìûì, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü
ïîäõîäÿùóþ ôóíêöèþ ñâåðòêè, äëÿ êîòîðîé îí ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà
íà ìíîæåñòâå Y . Äàëåêî íå âñåãäà, îäíàêî, ÿñíî, êàê ýòî ñäåëàòü.

Åñëè ïîñòóïèòü íàîáîðîò, ò.å. íàéòè ìàêñèìóì íåêîòîðîé ôóíêöèè ñâåðò-
êè, âîçðàñòàþùåé ïî P (èëè ïî S) íà ìíîæåñòâå Y , òî ìîæíî íàéòè îäíó
íåäîìèíèðóåìóþ òî÷êó. Äëÿ òîãî ÷òîáû òàêèì îáðàçîì ìîæíî áûëî íàéòè
âñå ìíîæåñòâî íåäîìèíèðóåìûõ òî÷åê, ôóíêöèþ ñâåðòêè ìîæíî çàäàòü â
ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå. Òîãäà, ìåíÿÿ ïàðàìåòðû ñâåðòêè, ïðè âûïîëíåíèè
îïðåäåëåííûõ óñëîâèé ìîæíî ïîëó÷èòü âñå ìíîæåñòâî Ïàðåòî. Îòìåòèì
ñðàçó, ÷òî ýòî óäàåòñÿ äàëåêî íå äëÿ âñåõ ñâåðòîê.

Çàìåòèì, ÷òî â èñõîäíîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è ÌÊÎ ìíîæåñòâî Y íå
çàäàíî â ÿâíîì âèäå è åãî ïîñòðîåíèå òðåáóåò ñóùåñòâåííûõ óñèëèé (ñì.
îá ýòîì �14). Ïîýòîìó ïðè îïòèìèçàöèè ñâåðòîê êðèòåðèåâ íà ñàìîì äåëå
ðåøàþòñÿ íåñêîëüêî äðóãèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè: âìåñòî íàõîæäåíèÿ òàêî-
ãî y0 ∈ Y , ÷òî ψ(y0) = max

y∈Y
ψ(y), íàõîäèòñÿ òàêîé x0 ∈ X, ÷òî ψ(ϕ(x0)) =

max
x∈X

ψ(ϕ(x)), à óæå ïî x0 íàõîäèòñÿ y0 = ϕ(x0). Ýòî, îäíàêî, íå ìåíÿåò

ñóòü ïðîáëåìû, òàê ÷òî â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ãîâîðèòü î ìàêñèìèçàöèè
ñâåðòîê â ïðîñòðàíñòâå êðèòåðèåâ.

Íàèáîëåå âàæíûìè ñâåðòêàìè êðèòåðèåâ ÿâëÿþòñÿ

1) ëèíåéíàÿ ñâåðòêà ψc(y) =
m∑
i=1

ciyi = 〈c, y〉, ãäå ci > 0 � ïàðàìåòðû

ñâåðòêè, i = 1, . . . ,m;
2) ñâåðòêà Ãåðìåéåðà ψG(y) = min

i
(yi/ai), ãäå ai > 0 � ïàðàìåòðû ñâåðò-

êè, i = 1, . . . ,m;
3) ñâåðòêè íà îñíîâå îòêëîíåíèÿ îò èäåàëüíîé òî÷êè ψρ(y) = −ρ(y∗, y),

ãäå y∗ � èäåàëüíàÿ òî÷êà, ρ(·, ·) � ðàññòîÿíèå â Rm.
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4.3. Ëèíåéíàÿ ñâåðòêà

Ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 4.2. Ëèíåéíàÿ ñâåðòêà ψc(y) = 〈c, y〉 ïðè c > 0 ÿâëÿåòñÿ âîçðàñ-
òàþùåé ïî áèíàðíûì îòíîøåíèÿì Ïàðåòî è Ñëåéòåðà.

Ëåììà 4.3. Ëèíåéíàÿ ñâåðòêà ψc(y) = 〈c, y〉 ïðè c > 0, c 6= 0, ÿâëÿåòñÿ
íåóáûâàþùåé ïî áèíàðíîìó îòíîøåíèþ Ïàðåòî è âîçðàñòàþùåé ïî áèíàð-
íîìó îòíîøåíèþ Ñëåéòåðà.

Èç ñëåäñòâèÿ îñíîâíîé ëåììû è ëåìì 4.2 è 4.3 ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ î
íåäîìèíèðóåìîñòè ïî Ïàðåòî (Ñëåéòåðó) òî÷êè îïòèìóìà ëèíåéíîé ñâåðò-
êè.

Ñëåäñòâèå 4.1 (èç ëåìì (4.1), (4.2)). Ïóñòü c ∈ Rm, c > 0. Åñëè íàéäåòñÿ
òàêîé âåêòîð y0 ∈ Y , ÷òî 〈c, y0〉 = max

y∈Y
〈c, y〉, òî y0 ∈ P (Y ) ⊆ S(Y ).

Ñëåäñòâèå 4.2 (èç ëåìì (4.1), (4.3)). Ïóñòü c ∈ Rm, c > 0, c 6= 0. Åñëè
íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð y0 ∈ Y , ÷òî 〈c, y0〉 = max

y∈Y
〈c, y〉,

1. òî y0 ∈ S(Y );
2. åñëè, êðîìå òîãî, âåêòîð y0 � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ìàêñèìóìà 〈c, y〉
íà Y , òî y0 ∈ P (Y ).

Ñëåäñòâèå 4.3 (èç ëåìì (4.1), (4.2)). Ïóñòü y0 ∈ Y . Åñëè íàéäåòñÿ òàêîé
c ∈ Rm, c > 0, ÷òî 〈c, y0〉 = max

y∈Y
〈c, y〉, òî y0 ∈ P (Y ) ⊆ S(Y ).

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíàÿ ñâåðòêà ïîðîæäàåò òî÷êè ìíîæåñòâ Ïàðåòî è
Ñëåéòåðà.

Ñëåäñòâèå 4.4 (èç ëåìì (4.1), (4.3)). Ïóñòü y0 ∈ Y . Åñëè íàéäåòñÿ òàêîé
c ∈ Rm, ÷òî 〈c, y0〉 = max

y∈Y
〈c, y〉 è c > 0, c 6= 0, òî

1. y0 ∈ S(Y );
2. åñëè, êðîìå òîãî, âåêòîð y0 � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ìàêñèìóìà 〈c, y〉
íà Y , òî y0 ∈ P (Y ).

Ñôîðìóëèðîâàííûå ñëåäñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ïðè-
íàäëåæíîñòè òî÷åê y ∈ Y ìíîæåñòâàì Ïàðåòî èëè Ñëåéòåðà. Ïîä÷åðêíåì,
îäíàêî, ÷òî ýòè óñëîâèÿ íå ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè � íå âñå òî÷êè ìíî-
æåñòâ Ïàðåòî è Ñëåéòåðà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ñâåð-
òîê êðèòåðèåâ. Äëÿ ïîíèìàíèÿ ýòîãî ôàêòà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ãðàíè-
öó Ïàðåòî íåâûïóêëîãî ìíîæåñòâà Y (ñì. ðèñ. 4.2 á).

4.4. Ñâåðòêà Ãåðìåéåðà

Ñâåðòêó, ïðåäëîæåííóþ Þ.Á. Ãåðìåéåðîì [3], çàïèñûâàþò â îäíîé èç
äâóõ ôîðì:
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ψG(y) = min
i

(yi/ai), ãäå ai > 0 � ïàðàìåòðû ñâåðòêè, i = 1, . . . ,m,

ψG(y) = min
i

(µiyi), ãäå µi > 0 � ïàðàìåòðû ñâåðòêè, i = 1, . . . ,m.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðåõîä îò ïåðâîé ôîðìû êî âòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ çàìåíîé
µi = 1/ai.

Ðàññìîòðèì ñâåðòêó Ãåðìåéåðà â ñëó÷àå äâóõ êðèòåðèåâ (y1, y2). Ïóñòü
â òî÷êå A ñ êîîðäèíàòàìè yA = (yA1 , y

A
2 ) (ñì. ðèñ. 4.1) ïðè íåêîòîðûõ çíà÷å-

íèÿõ ïàðàìåòðîâ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà µ1y
A
1 = µ2y

A
2 = 1, ò.å. yA1 = 1/µ1,

yA2 = 1/µ2. Ïîýòîìó ψG(yA) = 1. Òîãäà íà ëó÷àõ, èñõîäÿùèõ èç òî÷êè A
ïàðàëëåëüíî îñÿì êîîðäèíàò â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ êðèòåðèÿ, èìååì
1. µ1y1 > 1, µ2y2 = 1 íà ãîðèçîíòàëüíîì ëó÷å,
2. µ1y1 = 1, µ2y2 > 1 íà âåðòèêàëüíîì ëó÷å.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî íà ýòèõ ëó÷àõ ψG(y) = 1. Òàêèì îáðàçîì, ëèíèè
óðîâíÿ ñâåðòêè Ãåðìåéåðà ñîâïàäàþò ñ ãðàíèöàìè êîíóñà {yA+Rm+}. Àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì, ëèíèè óðîâíÿ ψG = γ çàäàþòñÿ âåðòèêàëüíûìè è ãîðèçîí-
òàëüíûìè ëó÷àìè, âûõîäÿùèìè èç òî÷êè ŷ = (ŷ1, ŷ2), ãäå µ1ŷ1 = γ, µ2ŷ2 = γ.
Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìû ëèíèé óðîâíÿ ñâåðòêè Ãåðìåéåðà ψG(y) = γ � ýòî
ãðàíèöû êîíóñà {ŷ + Rm+}, ãäå ŷ = γyA.

�¨á. 4.1.

Â îáùåì ñëó÷àå m êðèòåðèåâ ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ñâåðòêè Ãåðìåéåðà çà-
äàþòñÿ ãðàíèöàìè êîíóñîâ {ŷ + Rm+}, ãäå ŷ � ëþáàÿ òî÷êà, óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ ñîîòíîøåíèþ µiŷi = γ, i = 1, . . . ,m, γ > 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîâåðõíîñòè
óðîâíÿ ñâåðòêè Ãåðìåéåðà � ãðàíèöû êîíóñà òî÷åê, äîìèíèðóþùèõ âåðøè-
íó êîíóñà. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñâåðòêà Ãåðìåéåðà îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûìè
ñâîéñòâàìè, êîòîðûå äîêàçàíû íèæå.

Ëåììà 4.4. Ñâåðòêà Ãåðìåéåðà ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ïî áèíàðíîìó
îòíîøåíèþ Ñëåéòåðà è íåóáûâàþùåé ïî áèíàðíîìó îòíîøåíèþ Ïàðåòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàæåì, ÷òî ñâåðòêà Ãåðìåéåðà ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòà-
þùåé ïî áèíàðíîìó îòíîøåíèþ Ñëåéòåðà. Ðàññìîòðèì âåêòîðû y′′, y′ ∈
Rm. Ïóñòü y′′ > y′, òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå y′′ = y′ + e, ãäå
e = (e1, . . . , em), ei > 0, i = 1, . . . ,m. Â ñèëó ýòîãî âûïîëíåíû ñëåäóþ-
ùèå ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâî: ψG(y′′) = min

i
(µiy

′′
i ) = min

i
(µi(y

′
i + ei)) >
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min
i

(µiy
′) + min

i
(µiei). Ïîñêîëüêó µiei > 0, i = 1, . . . ,m, òî min

i
(µiei) > 0,

ïîýòîìó ψG(y′′) > min
i

(µiy
′
i) = ψG(y′).

2. Äîêàæåì, ÷òî ñâåðòêà Ãåðìåéåðà ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ïî áèíàð-
íîìó îòíîøåíèþ Ïàðåòî. Ðàññìîòðèì âåêòîðû y′′, y′ ∈ Rm. Ïóñòü y′′ > y′,
y′′ 6= y′. Òîãäà èìååì y′′ = y′+e, ãäå e = (e1, . . . , em), ei > 0, i = 1, . . . ,m, e 6=
0. Îòñþäà ψG(y′′) = min

i
(µiy

′′
i ) = min

i
(µi(y

′
i+ei)) > min

i
(µiy

′)+min
i

(µiei). Ïî-

ñêîëüêó µi > 0, i = 1, . . . ,m, òî min
i

(µiei) > 0, çíà÷èò ψG(y′′) > min
i

(µi y
′
i) =

ψG(y′).

Èç ýòîé ëåììû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè y0 � òî÷êà ìàêñèìóìà ψG(y) íà
Y , òî y0 ∈ S(Y ); åñëè æå îíà ê òîìó æå � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ìàêñèìóìà,
òî y0 ∈ P (Y ).

Ëåììà 4.5. Ïóñòü y0 ∈ Y , y0 > 0. Òîãäà èç òîãî, ÷òî y0 ∈ S(Y ) ñëåäóåò,
÷òî íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð ïàðàìåòðîâ µ0

i , µ
0
i > 0, i = 1, . . . ,m, ÷òî äëÿ

ôóíêöèè ψ0
G(y) = min

i
µ0
i yi èìååì ψ0

G(y0) = max
y∈Y

ψ0
G(y).

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå y0 > 0 ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåíî ñ ïîìîùüþ
ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò, òàê ÷òî ýòî òðåáîâàíèå íå îãðàíè÷èâàåò âîç-
ìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ëåììû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òîãî, ÷òî y0 ∈ S(Y ), ñëåäóåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òà-
êîãî y ∈ Y , ÷òî y > y0. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî y ∈ Y íàéäåòñÿ

êîîðäèíàòà i0 òàêàÿ, ÷òî yi0 6 y0
i0
. Òîãäà min

i

yi
y0
i

6
yi0
y0
i0

6 1. Âûáåðåì íàáîð

ïàðàìåòðîâ µ0
i òàê, ÷òî µ

0
i =

1

y0
i

, i = 1, . . . ,m. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôóíê-

öèè ψ0
G(y) ñ ïàðàìåòðàìè µ0

i èìååì ψ0
G(y) = min

i

yi
y0
i

6 1. Â òî æå âðåìÿ,

ψ0
G(y0) = 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî y0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà ñâåðòêè

ψ0
G(y) ñ ïàðàìåòðàìè µ0

i , i = 1, . . . ,m.

Ñëåäñòâèåì ëåìì 4.4 è 4.5 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1 (Ãåðìåéåð). Ïóñòü y0 ∈ Y , y0 > 0. Âêëþ÷åíèå y0 ∈ S(Y )
âåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð ïàðàìåòðîâ µ0

i > 0,
i = 1, . . . ,m, ïðè êîòîðîì äëÿ ψ0

G(y) = min
i
µ0
i yi èìååì ψ0

G(y0) = max
y∈Y

ψ0
G(y).

Òåîðåìà Ãåðìåéåðà óòâåðæäàåò, ÷òî, â îòëè÷èå îò ëèíåéíîé ñâåðòêè,
ñâåðòêà ψG(y) ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü íå òîëüêî äîñòàòî÷íîå, íî è íåîá-
õîäèìîå óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè êðèòåðèàëüíîé òî÷êè ìíîæåñòâó Ñëåé-
òåðà: êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Ñëåéòåðà (â òîì ÷èñëå è òî÷êà ìíîæåñòâà
Ïàðåòî) ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê ìàêñèìóì ψG(y) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì
íàáîðå ïàðàìåòðîâ µi > 0. Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ àïïàðàòà ñâåðòêè èçîá-
ðàçèì ëèíèè óðîâíÿ ëèíåéíîé ñâåðòêè è ñâåðòêè Ãåðìåéåðà â òî÷êàõ ïà-
ðåòîâîé ãðàíèöû äâóõ ìíîæåñòâ (ñì. ðèñ. 4.2). Âèäíî, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî
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ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì (ðèñ. 4.2 à), òî â ëþáîé òî÷êå åãî ïàðåòîâîé ãðàíèöû ñ
ïîìîùüþ ëþáîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñâåðòîê ìîæíî ïðîâåñòè ëèíèþ óðîâ-
íÿ, êîòîðàÿ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàêñèìàëüíîìó äîïóñòèìîìó çíà÷åíèþ
ñâåðòêè. Åñëè æå ìíîæåñòâî íåâûïóêëî (ðèñ. 4.2 á), òî ýòî ìîæíî áóäåò
ñäåëàòü òîëüêî ñ ïîìîùüþ ñâåðòêè Ãåðìåéåðà è íåëüçÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåé-
íîé � ëèíèÿ óðîâíÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ òîëüêî ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíîé, êàê,
íàïðèìåð, â òî÷êå y0.

�¨á. 4.2.

4.5. Ñâåðòêè íà îñíîâå èäåàëüíîé òî÷êè

Ñâåðòêà íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ èäåàëüíîé òî÷êè y∗ èìååò âèä ψρ(y) =
−ρ(y∗, y), ãäå ρ(·, ·) � íåêîòîðàÿ ìåòðèêà â Rm. Ïðè ýòîì, åñëè, êàê îáû÷íî,
èäåàëüíàÿ òî÷êà íå äîñòèæèìà, òî ψρ(y) < 0 äëÿ âñåõ âåêòîðîâ y ∈ Y . Ïðè
ïîñòðîåíèè ýòîé ñâåðòêè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå ìåòðèêè.
Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ÷åáûøåâñêàÿ ìåòðèêà ρ(y∗, y) = max

i
|y∗i − yi|

èëè âçâåøåííàÿ ÷åáûøåâñêàÿ ìåòðèêà ρ(y∗, y) = max
i
{λi|y∗i − yi|}, λi > 0.

Ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà è ëþáàÿ äðóãàÿ ìåòðèêà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷å-
áûøåâñêîé ìåòðèêè ñâåðòêà íàçûâàåòñÿ ÷åáûøåâñêîé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
ψT (y). ßñíî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñâåðòêè Ãåðìåéåðà, òîëüêî â êà÷å-
ñòâå âûäåëåííîé òî÷êè áåðåòñÿ íå íóëåâàÿ, à èäåàëüíàÿ òî÷êà.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó yi 6 y∗i äëÿ y ∈ Y , òî ïðè ìàêñèìèçàöèè ñâåðò-
êè ïî y ∈ Y âçâåøåííóþ ÷åáûøåâñêóþ ìåòðèêó ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå
ïðîñòîì âèäå: ψT (y) = −max

i
[λi(y

∗
i − yi)]. Ýòà ñâåðòêà, êàê ëåãêî äîêàçàòü

àíàëîãè÷íî ëåììå 4.4, ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ïî áèíàðíîìó îòíîøåíèþ
Ñëåéòåðà è íåóáûâàþùåé ïî áèíàðíîìó îòíîøåíèþ Ïàðåòî.

Äëÿ îïèñàíèÿ S(Y ) ñâåðòêó ψT (y) íàäî íåñêîëüêî ïðåîáðàçîâàòü, èñ-
ïîëüçóÿ âìåñòî y∗ òî÷êó y∗∗, y∗∗i = y∗i + δ, i = 1, . . . ,m, ãäå δ � ìàëîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû y0 ∈ S(Y ), òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
íàøåëñÿ òàêîé íàáîð λ0

i > 0, i = 1, . . . ,m, ïðè êîòîðîì y0 � ðåøåíèå çàäà÷è

min
y∈Y

ψT (y),
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ãäå
ψT (y) = max

i
[λ0
i (y
∗∗
i − yi)].

4.6. Êîððåêöèÿ ñâåðòêè êðèòåðèåâ

Íà ïðàêòèêå, êîãäà ËÏÐ èíòåðåñóþò òîëüêî òî÷êè, îïòèìàëüíûå ïî
Ïàðåòî, ìîæíî ðàññìîòðåòü ñêîððåêòèðîâàííóþ ñâåðòêó ψε(y) = ψ(y) +
ε 〈c, y〉 , ãäå ψ(y) � íåêîòîðàÿ ñâåðòêà, íå óáûâàþùàÿ ïî áèíàðíîìó îò-
íîøåíèþ Ïàðåòî, c = (1, 1, ..., 1), ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð.
Áëàãîäàðÿ ýòîé íåáîëüøîé êîððåêöèè, ñâåðòêà ψε(y) ñòàíîâèòñÿ âîçðàñòà-
þùåé ïî áèíàðíîìó îòíîøåíèþ Ïàðåòî. Íàïðèìåð, âçÿâ ñâåðòêó ψεG(y) =
ψG(y) + ε 〈c, y〉 , ïîëó÷èì ñâåðòêó, ìàêñèìóì êîòîðîé ìîæåò äîñòèãàòüñÿ
òîëüêî â òî÷êàõ ïàðåòîâîé ãðàíèöû. Íåäîñòàòêîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåò-
ñÿ òî, ÷òî íå âñå òî÷êè P (Y ) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç-çà âîçìóùàþùåãî
äåéñòâèÿ êîððåêöèè ε 〈c, y〉 .
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Ãëàâà5. Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â ÌÊÎ

Â òåîðèè ÌÊÎ áîëüøóþ ðîëü èãðàåò ëèíåéíàÿ ñâåðòêà. Ïðè÷èíàìè ýòî-
ãî ÿâëÿþòñÿ íàëè÷èå ýêîíîìè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé
ñâåðòêè êàê öåí, à òàêæå âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ òåîðèè äâîéñòâåííîñòè
íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ëèíåéíûõ ñâåðòîê êðèòåðèåâ. ×àñòü óòâåðæäåíèé
î ëèíåéíîé ñâåðòêå ñðàçó ñëåäóåò èç îáùåé òåîðèè ñâåðòîê, äðóãèå óòâåð-
æäåíèÿ ïðèâåäåíû â ýòîì ïàðàãðàôå. Èòàê, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ÌÊÎ
(2.3).

5.1. Ýôôåêòèâíî âûïóêëûå çàäà÷è

Îïðåäåëåíèå 5.1. Çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè (2.3) íàçû-
âàåòñÿ ýôôåêòèâíî âûïóêëîé, åñëè îáîëî÷êà Ýäæâîðòà-Ïàðåòî âûïóêëà.

Ìíîæåñòâî Y â ýòîì ñëó÷àå òàêæå èíîãäà (íå î÷åíü óäà÷íî) íàçûâà-
þò ýôôåêòèâíî âûïóêëûì, ïîñêîëüêó âûïóêëûì îíî ìîæåò íå ÿâëÿòüñÿ.
Ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýôôåêòèâíîé âûïóêëîñòè.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Âåêòîð-ôóíêöèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ âîãíóòîé íà âûïóêëîì
ìíîæåñòâå X, åñëè äëÿ ëþáûõ x′, x′′ ∈ X è λ ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâî ϕ(λx′ +
(1− λ)x′′) > λϕ(x′) + (1− λ)ϕ(x′′).

Ëåììà 5.1 (Êàðëèí). Ïóñòü ìíîæåñòâî X âûïóêëî è âåêòîð-ôóíêöèÿ
ϕ âîãíóòà. Òîãäà ìíîæåñòâî YP ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y′, y′′ ∈ YP . Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî yλ = λy′+(1−
λ)y′′ ∈ YP ïðè ëþáîì λ ∈ [0, 1]. Èç ëåììû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå
x′, x′′ ∈ X, ÷òî ϕ(x′) > y′, ϕ(x′′) > y′′, îòêóäà yλ 6 λϕ(x′) + (1 − λ)ϕ(x′′).
Âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà X îçíà÷àåò, ÷òî xλ = λx′ + (1 − λ)x′′ ∈ X äëÿ
ëþáîãî λ ∈ [0, 1], ïîýòîìó ϕ(xλ) ∈ Y . Â ñèëó âîãíóòîñòè ϕ èìååì ϕ(xλ) >
λϕ(x′) + (1− λ)ϕ(x′′) > yλ, îòêóäà ïî ëåììå 3.1 ïîëó÷àåì, ÷òî yλ ∈ YP .

Ýòî äîñòàòî÷íîå ñâîéñòâî ýôôåêòèâíîé âûïóêëîñòè èíîãäà èñïîëüçó-
åòñÿ â êà÷åñòâå åå îïðåäåëåíèÿ, ÷òî, êîíå÷íî, ñóæàåò îáëàñòü ïðèìåíèìî-
ñòè ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ïðèäåðæèâàòü-
ñÿ îïðåäåëåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííîãî âûøå.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ èçâåñòíàÿ èç êóðñà òåîðèè îïòèìèçàöèè
(ñì., íàïðèìåð, ãë. 4 êíèãè [2]) òåîðåìà îá îòäåëèìîñòè ìíîæåñòâ (òåîðåìà
îá îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòè).

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü ìíîæåñòâî Z ⊂ Rm âûïóêëî. Òîãäà ëþáàÿ ãðàíè÷íàÿ
òî÷êà y0 ìíîæåñòâà Z îòäåëèìà îò Z, ò.å. íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð c,
‖c‖ 6= 0, ÷òî 〈c, y0〉 > 〈c, y〉 äëÿ y ∈ Z.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ïóíêòîì äîêàçàòåëü-
ñòâà îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðèè ýôôåêòèâíî-âûïóêëûõ çàäà÷.
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Òåîðåìà 5.2 (Ïî-ëóíãÞ). Ïóñòü çàäà÷à ÌÊÎ ýôôåêòèâíî âûïóêëà. Ïóñòü
y0 ∈ Y . Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû y0 ∈ S(Y ), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùå-
ñòâîâàíèå òàêîãî c > 0, c 6= 0, ÷òî

〈
c, y0

〉
= max

y∈Y
〈c, y〉 .

Â äàííîé êíèãå òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Y êîìïàêòíî (â
îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â [12]). Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì
îäíî ïîëåçíîå ñâîéñòâî ìíîæåñòâà YP .

Ëåììà 5.2. Ïóñòü ìíîæåñòâî Y êîìïàêòíî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî c > 0
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî max

y∈YP

〈c, y〉 = max
y∈Y
〈c, y〉 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 3.1 èç òîãî, ÷òî y ∈ YP ñëåäóåò, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò y′ ∈ Y òàêîé, ÷òî y′ > y. Òîãäà äëÿ ëþáîãî c > 0 èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî max

y∈Y
〈c, y〉 > max

y∈YP

〈c, y〉 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òîãî, ÷òî Y ⊆ YP
ñëåäóåò íåðàâåíñòâî â îáðàòíóþ ñòîðîíó: max

y∈Y
〈c, y〉 6 max

y∈YP

〈c, y〉 . Òàêèì
îáðàçîì, óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü áûëà äîêàçàíà íàìè ïðè ðàññìîòðåíèè
ñâîéñòâ ëèíåéíûõ ñâåðòîê. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü y0 ∈ S(Y ). Ñî-
ãëàñíî òåîðåìå 3.3 èìååì S(Y ) = FrYP ∩ Y , ïîýòîìó y0 ∈ FrYP . Èç âûïóê-
ëîñòè è çàìêíóòîñòè YP , à òàêæå òîãî, ÷òî y0 ∈ FrYP , ñ ïîìîùüþ òåîðå-
ìû îá îòäåëèìîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî íàéäåòñÿ âåêòîð c, ‖c‖ 6= 0, òàêîé, ÷òî〈
c, y0

〉
= max
y∈YP

〈c, y〉 . Äîêàæåì, ÷òî âñå êîîðäèíàòû âåêòîðà c íåîòðèöàòåëü-

íû.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ïóñòü ci0 < 0 äëÿ íåêîòîðîãî i0. Ïî îïðå-

äåëåíèþ YP , ïðè ci0 < 0 ýòî ìíîæåñòâî ñîäåðæèò âñå òî÷êè âèäà ỹ =
y0 + t(0, . . . , ci0 , . . . , 0), ãäå t > 0. Íî òîãäà âåëè÷èíà 〈c, ỹ〉 =

〈
c, y0

〉
+ t(ci0)2

íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà YP . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, ïîýòîìó ci > 0 äëÿ
âñåõ i.

Ïîñêîëüêó ïî ëåììå 5.2 èìååì max
y∈YP

〈c, y〉 = max
y∈Y
〈c, y〉 , òî

〈
c, y0

〉
=

max
y∈Y
〈c, y〉 , ãäå c > 0, c 6= 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû Ïî-ëóíã Þ è ëåììû Êàðëèíà ñëåäóåò ñâîéñòâî ñëåéòåðîâ-
ñêèõ ðåøåíèé.

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü X âûïóêëî, ϕ âîãíóòà, x0 ∈ X. Òîãäà äëÿ òîãî,
÷òîáû x0 ∈ S(X) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî c > 0,
c 6= 0, ÷òî 〈c, ϕ(x0)〉 = max

x∈X
〈c, ϕ(x)〉.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè â òåîðåìå 5.2 èñïîëüçîâàòü óñëîâèå c > 0 âìåñòî
c > 0, òî çàìåíèòü ìíîæåñòâî Ñëåéòåðà íà ìíîæåñòâî Ïàðåòî íåëüçÿ. Ïðè-
âåäåì ïðèìåð äëÿ ñëó÷àÿ m = 2 (ñì. ðèñ. 5.1). Çäåñü òî÷êà (0, 0) ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíîé ïî Ïàðåòî, à åäèíñòâåííîå îïîðíîå íàïðàâëåíèå â ýòîé òî÷êå
îïðåäåëÿåò âåêòîð c = (1, 0).
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�¨á. 5.1.

Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà c > 0 îòíþäü íå áåññìûñ-
ëåííî � îíî äàåò âîçìîæíîñòü îïèñàòü ìíîæåñòâî Äæîôôðèîíà.

Òåîðåìà 5.4 (Äæîôôðèîí). Ïóñòü X � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, âåêòîð-
ôóíêöèÿ ϕ âîãíóòà, x0 ∈ X. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ϕ(x0) ∈ G(Y ), íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî c > 0, ÷òî 〈c, ϕ(x0)〉 = max

x∈X
〈c, ϕ(x)〉.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæíî íàéòè â [12], è çäåñü ìû åãî ïðèâîäèòü
íå áóäåì.

Óêàæåì åùå îäíî âàæíîå ñëåäñòâèå ëåììû Êàðëèíà è òåîðåìû Ïî-ëóíã
Þ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2.3), â êîòîðîé D ⊆ Rn,

X = {x ∈ D|gj(x) > 0, j = 1, . . . , J} . (5.1)

Ïóñòü, äëÿ íà÷àëà, m = 1. Â ïîëó÷åííîé îäíîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷å îïòè-
ìèçàöèè êðèòåðèé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç f(x). Äëÿ ýòîé çàäà÷è èçâåñòíî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì., íàïðèìåð, ãë. 4 êíèãè [2]).

Òåîðåìà 5.5 (Êóí, Òàêêåð). Ïóñòü ôóíêöèè f(x), g1(x), . . . ,
gJ(x) âîãíóòû íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå D è ñóùåñòâóåò òî÷êà x̃ ∈ D, â
êîòîðîé gj(x̃) > 0, j = 1, . . . , J (âûïîëíåíî óñëîâèå Ñëåéòåðà). Òîãäà äëÿ
òîãî, ÷òîáû òî÷êà x0 áûëà ðåøåíèåì çàäà÷è max

x∈X
f(x), íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî âåêòîðà λ0, λ0 ∈ RJ+, ÷òî òî÷êà (x0, λ0)
íà ìíîæåñòâå D × RJ+ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà

L(x, λ) = f(x) +

J∑
i=1

λjgj(x),

ò.å. L(x, λ0) 6 L(x0, λ0) 6 L(x0, λ) ïðè x ∈ D è λj > 0, j = 1, . . . , J .

Èç òåîðåì Þ è Êóíà-Òàêêåðà, òàêæå ëåììû Êàðëèíà ñðàçó ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äëÿ çàäà÷è ÌÊÎ ñ ìíîæåñòâîì X, çàäàâàåìûì
(5.1).
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Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü ìíîæåñòâî D âûïóêëî, ôóíêöèè ϕi(x), i = 1, . . . ,m,
gj(x), i = 1, . . . , J, âîãíóòû è äëÿ ìíîæåñòâà X âûïîëíåíî óñëîâèå Ñëåé-
òåðà. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû x0 ∈ S(X), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùå-
ñòâîâàíèå òàêèõ âåêòîðîâ c > 0, c 6= 0, è λ0 ∈ RJ+, ÷òî òî÷êà

(
x0, λ0

)
ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà

L = 〈c, ϕ(x)〉 +

J∑
j=1

λjgj(x)

íà ìíîæåñòâå D × RJ+.

5.2. Íåâûïóêëûå çàäà÷è

Òðåáîâàíèå ýôôåêòèâíîé âûïóêëîñòè óïðîùàåò èññëåäîâàíèå çàäà÷è
ÌÊÎ, íî â òî æå âðåìÿ ñèëüíî îãðàíè÷èâàåò êëàññ ðåøàåìûõ çàäà÷. Ïå-
ðåéäåì ê èçó÷åíèþ íåâûïóêëîãî ñëó÷àÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2.3) ïðè X,
èìåþùåì âèä (5.1). Òåïåðü, îäíàêî, âûïóêëîñòü D è âîãíóòîñòü ðàññìàòðè-
âàåìûõ ôóíêöèé íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, ïî-ïðåæíåìó, äåéñòâó-
þò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, ïîëó÷åííûå èç ñâîéñòâ ñâåðòîê
êðèòåðèåâ â �4. Íàéäåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, êîòîðûå äîëæíû îòëè÷àòüñÿ
îò âûïóêëîãî ñëó÷àÿ.

Äàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ òåîðåìà Ìîöêèíà îá àëüòåðíàòèâå [12], êîòîðàÿ
ñëåäóåò èç ëåììû Ôàðêàøà � îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðèè ëèíåéíûõ
íåðàâåíñòâ [13]. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Ìîöêèíà â óïðîùåííîé
ôîðìå:

ëèáî ñèñòåìà Aµ > 0 èìååò ðåøåíèå, ëèáî èìååò ðåøåíèå ñèñòåìà

uA = 0, u > 0, u 6= 0

.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

J(x0) = {j ∈ {1, . . . ,J}| gj(x0) = 0}

.
Îãðàíè÷åíèÿ ñ íîìåðàìè èç ñîâîêóïíîñòè J(x0) ïðèíÿòî íàçûâàòü àê-

òèâíûìè îãðàíè÷åíèÿìè â òî÷êå x0.

Òåîðåìà 5.7 (Äà Êóíüÿ, Ïîëàê, Äæîôôðèîí).
Ïóñòü x0 ∈ intD, ôóíêöèè ϕi(x), i = 1, . . . ,m, è gj(x), j = 1, . . . , J , äèô-
ôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x0 è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå ðåãóëÿðíî-
ñòè: ñóùåñòâóåò x̃ ∈ Rn, äëÿ êîòîðîãî

〈
grad gj(x

0), x̃
〉
> 0 äëÿ ëþáîãî

j ∈ J(x0). Òîãäà èç òîãî, ÷òî x0 ∈ S(X) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå
c 6= 0, c ∈ Rm+ , λ0 ∈ RJ+, ÷òî

m∑
i=1

ci grad ϕi(x
0) +

J∑
j=1

λj grad gj(x
0) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó{〈
grad ϕi(x

0), x
〉
> 0, i = 1, . . . ,m,〈

grad gj(x
0), x

〉
> 0, j ∈ J(x0),

(5.2)

è ïîêàæåì, ÷òî îíà íå èìååò ðåøåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ïóñòü
ñóùåñòâóåò x̂ � ðåøåíèå ñèñòåìû (5.2). Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî òî÷åê xε =
x0 + εx̂, ε > 0. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê x0 ∈ int D, òî xε ∈ D ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ε. Â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé ϕi(x), i = 1, . . . ,m, â òî÷êå
x0, ïðèðàùåíèå êàæäîé èç íèõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ϕi(xε)−ϕi(x0) =
ε〈grad ϕi(x

0), x̂〉+o(ε). Òàê êàê ïåðâûåm íåðàâåíñòâ â ñèñòåìå (5.2) ñòðîãèå,
òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε èìååì

ϕi(xε) > ϕi(x
0). (5.3)

Àíàëîãè÷íî, â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé gj(x), j = 1, . . . , J , â
òî÷êå x0 ìîæíî çàïèñàòü gj(xε)− gj(x0) = ε〈grad gj(x

0), x̂〉+ o(ε). Òàê êàê
íåðàâåíñòâà âòîðîé ãðóïïû â ñèñòåìå (5.2) ñòðîãèå, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìà-
ëûõ ε ïîëó÷èì, ÷òî

gj(xε) > gj(x
0) = 0 äëÿ j ∈ J(x0). (5.4)

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé gj(x), j = 1, . . . , J , ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ
ε èìååì

gj(xε) > 0 äëÿ j 6∈ J(x0). (5.5)

Íî òîãäà íåðàâåíñòâà (5.3)�(5.5) îçíà÷àþò, ÷òî xε ∈ X è xε �S x0, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x0 ∈ S(X). Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (5.2) ðåøåíèÿ íå
èìååò. Îòñþäà ïî òåîðåìå Ìîöêèíà îá àëüòåðíàòèâå äîëæíà ñóùåñòâîâàòü
òàêàÿ ïàðà (v, w) > 0, (v, w) 6= 0, v ∈ Rm, w = (wj | j ∈ J(x0)), ÷òî

m∑
i=1

vi grad ϕi(x
0) +

∑
j∈J(x0)

wj grad gj(x
0) = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v = 0, òîãäà äîëæåí ñóùåñòâîâàòü òàêîé âåêòîð w > 0,
w 6= 0, ÷òî ∑

j∈J(x0)

wj grad gj(x
0) = 0.

Óìíîæèâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà âåêòîð x̃ èç óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè, ïîëó-
÷èì, ÷òî ∑

j∈J(x0)

wj 〈grad gj(x
0), x̃〉 = 0.

Íî òîãäà wj = 0, j ∈ J(x0), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òðåáîâàíèþ (v, w) 6= 0, ïî-
ñêîëüêó v = 0. Ïîýòîìó v 6= 0. Ïîëîæèâ c = v è

λ0
j =

{
wj , j ∈ J(x0),

0, j /∈ J(x0),

ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
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Çàìå÷àíèå 5.1. Ðåçóëüòàò òåîðåìû 5.7 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîêàëüíîå
íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñëàáîé ýôôåêòèâíîñòè. Îíî ïðèíöèïèàëüíîå îòëè-
÷àåòñÿ îò ãëîáàëüíîãî íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ, ïîëó÷åííîãî â òåîðåìàõ 5.3
è 5.5. Èñïîëüçîâàííàÿ çäåñü ëèíåéíàÿ ñâåðòêà 〈c, y〉 ìîæåò íå èìåòü â
òî÷êå x0 ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà íà X (ñì. òî÷êó y0 íà ðèñ. 4.2 á).
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Ãëàâà6. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè â çàäà÷àõ ÌÊÎ

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâ Y , YP , P (Y ), S(Y ) ïî îò-
íîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì ìíîæåñòâà X è îòîáðàæåíèÿ ϕ(x) â çàäà÷å ìíî-
ãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè

y → max, y = ϕ(x), x ∈ X ⊂W.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â Rm çàäàíà ìåòðèêà ρy(y, y′). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
ââåñòè ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè èíòåðåñóþùèõ íàñ ìíîæåñòâ: ðåøåíèå íåêî-
òîðîé çàäà÷è ïðèíÿòî íàçûâàòü óñòîé÷èâûì, åñëè îíî íåïðåðûâíî çàâèñèò
îò èñõîäíûõ äàííûõ, äàííîì ñëó÷àå îò ìíîæåñòâà X è îòîáðàæåíèÿ ϕ(x).
Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè âàæíî êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è
(äîëæåí íå áûòü ñìûñëà â ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâà, êîòîðîå ðåçêî ìåíÿåò-
ñÿ ïðè ìàëîì èçìåíåíèè èñõîäíûõ äàííûõ), òàê è ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè
çðåíèÿ, ïîñêîëüêó èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðà ñâÿçàíî ñ îøèáêàìè îêðóãëå-
íèÿ, êîòîðûå ìîãóò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííîìó îòêëîíåíèþ àïïðîêñèìàöèè
îò àïïðîêñèìèðóåìîãî ìíîæåñòâà.

6.1. Î ïîíÿòèè óñòîé÷èâîñòè â ÌÊÎ

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé X è îòîáðàæåíèå ϕ(x) çàâèñÿò îò íà-
áîðà ïàðàìåòðîâ u, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó U . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
çàäàíî îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó íàáîðó ïàðàìåòðîâ
u ∈ U ìíîæåñòâî X(u). Âìåñòî ôóíêöèè ϕ : W → Rm ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
ϕ̂ : W×U → Rm. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè,
çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðîâ, èìååò âèä

y → max, y = ϕ̂(x, u), x ∈ X(u), u ∈ U.

Èíòåðåñóþùèå íàñ ìíîæåñòâà Y , YP , P (Y ), S(Y ) òåïåðü çàâèñÿò îò íà-
áîðà ïàðàìåòðîâ u, îáîçíà÷èì èõ Y (u), YP (u), P (Y (u)), S(Y (u)). Ïóñòü â
ïðîñòðàíñòâå U ââåäåíà ìåòðèêà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî îïðåäåëèòü
ïîíÿòèå îêðåñòíîñòè òî÷êè u ∈ U . Òîãäà èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè � ýòî
àíàëèç íåïðåðûâíîñòè çàâèñèìîñòè óêàçàííûõ ìíîæåñòâ îò ïàðàìåòðîâ â
îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè û ∈ intU , òàêîé ÷òî

X = X(û), ϕ(x) = ϕ̂(x, û).

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà û çàäàåò íåâîçìóùåííóþ çàäà÷ó ÌÊÎ. Ïîñêîëüêó
X(u), Y (u) è YP (u) çàäàþòñÿ ìíîãîçíà÷íûìè òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííûìè îòîá-
ðàæåíèÿìè, äëÿ èçó÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå
íåïðåðûâíîñòè ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F : Rp → 2R
q

, ãäå Rp � ëèíåéíîå ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, à 2R

q

� ïðîñòðàíñòâî ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Rq. Ïóñòü
â Rq è Rp çàäàíû ìåòðèêè ρq(·, ·) è ρp(·, ·).
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Îïðåäåëåíèå 6.1. Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó
â òî÷êå x̂ ∈ Rp, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} òàêîé, ÷òî
xk → x̂ è ëþáîé òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yk}, yk ∈ F (xk), ÷òî yk → ŷ,
èìååì ŷ ∈ F (x̂).

Îïðåäåëåíèå 6.2. Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó
â òî÷êå x̂ ∈ Rp, åñëè èç òîãî, ÷òî xk → x̂ è ŷ ∈ F (x̂), ñëåäóåò, ÷òî íàé-
äåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk}, ÷òî yk ∈ F (xk) ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ k è yk → ŷ.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â
òî÷êå x̂ ∈ Rp, åñëè îíî ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è ñíèçó â ýòîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 6.4. Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â ìåòðèêå
Õàóñäîðôà, åñëè

hy(F (x), F (x̂))→ 0 ïðè x→ x̂,

ãäå hy(A1, A2) � ìåòðèêà Õàóñäîðôà, ò.å.

hy(A1, A2) = max{ sup
y∈A1

ρy(y,A2), sup
y∈A2

ρy(y,A1)}.

Çàìå÷àíèå 6.1. Õîòÿ îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ìíîãîçíà÷íîãî îòîá-
ðàæåíèÿ F îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè â ìåòðèêå Õàó-
ñäîðôà, â ñëó÷àå êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ýòè îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàþò.

Äëÿ òîãî ÷òîáû áûëè ÿñíû îñîáåííîñòè ïðîáëåìû óñòîé÷èâîñòè â çàäà÷å
ÌÊÎ, ðàññìîòðèì óñòîé÷èâîñòü çàäà÷è ñêàëÿðíîé îïòèìèçàöèè

y = f(x)→ max, x ∈ X.

Åå âîçìóùåíèå èìååò âèä

y = f̂(x, u)→ max, x ∈ X(u), u ∈ U.

Ïî-ïðåæíåìó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî U � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è û ∈ intU .
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ W (u) = max

x∈X(u)
f̂(x, u) è

M(u) = {x ∈ X(u)| f̂(x, u) = W (u)}.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå1).

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü îòîáðàæåíèå X(u) íåïðåðûâíî â òî÷êå û ∈ intU .

Ïóñòü ôóíêöèÿ f̂(x, u) íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè X(û) × û.
Òîãäà îòîáðàæåíèå M(u) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó â òî÷êå û.

1)Òåîðåìû 6.1�6.3 äîêàçàíû â êíèãå Sawaragi Y., Nakayama H., Tanino T. Theory of
Multiobjective Optimization. Academic Press, 1985.
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6.2. Óñòîé÷èâîñòü ïàðåòîâîé è ñëåéòåðîâîé ãðàíèö

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâ P (Y ) è S(Y ).

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü ìíîæåñòâî Y (û) íåïóñòî è îòîáðàæåíèå
Y (u) íåïðåðûâíî â òî÷êå û ∈ int U . Ïóñòü P (Y (û)) = S(Y (û)). Òîãäà
îòîáðàæåíèå P (Y (u)) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó â òî÷êå û.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà îïðåäåëåíèè íåïðåðûâ-
íîñòè ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü èìåþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uk}
è {yk} òàêèå, ÷òî uk → û ∈ intU è yk ∈ P (Y (uk)), ïðè÷åì yk → ŷ. Òðåáóåò-
ñÿ äîêàçàòü, ÷òî ŷ ∈ P (Y (û)). Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî èç íåïðåðûâíîñòè Y (u)
ñëåäóåò, ÷òî ŷ ∈ Y (û).

Äîêàæåì, ÷òî ŷ ∈ P (Y (û)). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ïóñòü ŷ /∈
P (Y (û)). Ïî óñëîâèþ P (Y (û)) = S(Y (û)), ïîýòîìó ŷ /∈ S(Y (û)). Ñëåäîâà-
òåëüíî, íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà y′ ∈ Y (û), ÷òî y′ > ŷ. Íî îòîáðàæåíèå Y (u)
íåïðåðûâíî (â òîì ÷èñëå è ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó) â òî÷êå û, ïîýòîìó íàé-
äåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ȳk}, ÷òî ȳk ∈ Y (uk) è ȳk → y′. Òàê êàê
y′ > ŷ, òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ȳk > yk. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, yk ∈ P (Y (uk)). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê òî÷êè ȳk ∈ Y
äîìèíèðóþò ïàðåòîâñêèå òî÷êè. Çíà÷èò, ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî
è ŷ ∈ P (Y (û)).

Çàìå÷àíèå 6.2. Äëÿ øèðîêèõ êëàññîâ âîçìóùåíèé, âñòðå÷àþùèõñÿ íà
ïðàêòèêå, òðåáîâàíèå P (Y (û)) = S(Y (û)) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì
äëÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ.

Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü ìíîæåñòâî Y (û) íåïóñòî è îòîáðàæåíèå
Y (u) íåïðåðûâíî â òî÷êå û ∈ intU . Ïóñòü ìíîæåñòâà Y (u) çàìêíóòû è
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè û. Òîãäà îòîáðà-
æåíèå P (Y (u)) ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó â òî÷êå û.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk}, uk → û, è òî÷-
êà ŷ ∈ P (Y (û)). Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå Y (u) íåïðåðûâíî (è òåì ñàìûì
ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó), ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ỹk}, ÷òî
ỹk ∈ Y (uk) è ỹk → ŷ.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà Y (u) êîìïàêòíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè û, òî èç
òåîðåìû 2.2 î íåïóñòîòå ìíîæåñòâà P (Y ) è ÍÌ-ñâîéñòâå ïàðåòîâà ñòðîãîãî
ïîðÿäêà íà P (Y ) ∈ Y ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k, òàêèõ ÷òî
ìíîæåñòâà Y (uk) êîìïàêòíû, ñóùåñòâóþò òî÷êè {ȳk} ∈ P (Y (uk)), óäîâëå-
òâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ ȳk > ỹk .

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà Y (u) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ȳk îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè
ñâåðõó îòîáðàæåíèÿ Y (u) ïîëó÷èì, ÷òî ȳk → y′ ∈ Y (û). Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó,
ïîëó÷èì, ÷òî y′ > ŷ. Ïîñêîëüêó ŷ ∈ P (Y ), òî y′ = ŷ. Òàêèì îáðàçîì, ïî-
ñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {ȳk}, ȳk ∈ P (Y (uk)), ñõîäÿùèõñÿ ê ŷ. Èç
îïðåäåëåíèÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Äîêàçàííûå òåîðåìû èñïîëüçóþò íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü ìíîæåñòâà
Y îò ïàðàìåòðîâ û ∈ U . Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè
Y (u) îò u â òî÷êå û.

6.3. Óñòîé÷èâîñòü ìíîæåñòâà äîñòèæèìûõ
êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ

Èòàê, ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Rn, Rm è U . Ïðåæäå
âñåãî, ñôîðìóëèðóåì àíàëîã òåîðåì 6.2 è 6.3.

Òåîðåìà 6.4. Ïóñòü X(û) íåïóñòî è êîìïàêòíî. Ïóñòü îòîáðàæåíèå
X(u) íåïðåðûâíî â òî÷êå û ∈ intU , à ôóíêöèÿ ϕ̂(x, u) íåïðåðûâíà â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè X(û)× û. Òîãäà îòîáðàæåíèå Y (u) íåïðåðûâíî â û.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò ñðàçó èç îïðåäåëåíèé ïîëó-
íåïðåðûâíîñòè ñâåðõó è ñíèçó ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Y (u) â òî÷êå
û.

Êàê âèäèì, â ýòîé òåîðåìå íå òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèÿ êàêèõ-ëèáî ñïåöè-
ôè÷åñêèõ óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè Y (u) (ñð. ñ òåîðåìîé 6.1). Äëÿ òîãî ÷òîáû
ïîëó÷èòü êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó âîçìóùåíèÿ ìíîæåñòâà Y , ðàññìîòðèì
ñëó÷àé íåïðåðûâíîé ïî Ëèïøèöó ôóíêöèè ϕ̂(x, u), ò.å. ïðåäïîëîæèì, ÷òî
íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà Kx > 0 è Ku > 0, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Oε(û)
òî÷êè û ∈ intU èìååò ìåñòî

ρy(ϕ̂(x′, u), ϕ(x′′, u)) 6 Kxρx(x′, x′′)

è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè X(û) èìååò ìåñòî

ρy(ϕ̂(x, u′), ϕ(x, u′′)) 6 Kuρu(u′, u′′).

Òîãäà
hy(Y (u), Y (û)) = hy(ϕ̂(X(u), u), ϕ̂(X(û), û)) 6

6 hy(ϕ̂(X(u), u), ϕ̂(X(û), u)) + hy(ϕ̂(X(û), u), ϕ̂(X(û), û)) 6

6 Kxhx(X(u), X(û)) +Kuρu(u, û),

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ëèíåéíûõ êðèòåðèåâ, ò.å. ϕ(x, u) =
W (u)x. Òîãäà

Y (u) = {u ∈ Rm|y = W (u)x, x ∈ X(u)}.

Îöåíèì ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâîì Y (u) è íåâîçìóùåííûì ìíîæåñòâîì
Y (û):

hy(Y (u), Y (û)) 6 ‖W (u)−W (û)‖ · sup
X(û)

‖x‖+ ‖W (u)‖ · hx(X(u), X(û)).

Ëèíåéíîñòü êðèòåðèåâ ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü âîçìóùåíèå îòîáðàæåíèÿ è âîç-
ìóùåíèå ìíîæåñòâà. Âèäíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû äàæå ìàëîå âîçìóùåíèå
ìàòðèöûW (û) íå ïðèâîäèëî ê ñèëüíûì âîçìóùåíèÿì Y (û), òðåáóåòñÿ îãðà-
íè÷åííîñòü ìíîæåñòâà X.
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Èçó÷èì âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâà X. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðà îäèí êîíêðåòíûé òèï ìíîæåñòâà X. Ïóñòü X = C∩XA, ãäå XA = {x ∈
Rn|Ax 6 b}, â êîòîðîì âîçìóùàþòñÿ ìàòðèöà A è âåêòîð b, à C ⊆ Rn �
êîìïàêòíîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî Rn, êîòîðîå íå ïîäâåðãàåòñÿ âîçìóùåíèþ.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6.5. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð x∗ ∈ C, ÷òî x∗ ∈ intXA.
Òîãäà ìíîæåñòâî X çàâèñèò íåïðåðûâíî îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A è âåê-
òîðà b.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî êîëè÷åñòâåííàÿ îöåíêà âîçìó-
ùåíèé ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà X, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò äàòü êîëè÷åñòâåí-
íóþ îöåíêó âîçìóùåíèÿ ìíîæåñòâà Y . Ýòîò âîïðîñ, îäíàêî, ëåæèò çà ïðå-
äåëàìè íàøåãî êóðñà2).

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î âîçìóùåíèè ìíîæåñòâà YP . Êàê ëåãêî çà-
ìåòèòü, åñëè êîíóñ Rm+ íå âîçìóùàåòñÿ (à ýòî ëåãêî ïðîêîíòðîëèðîâàòü â
âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìàõ), òî èìååò ìåñòî îöåíêà

h(YP (u), YP (û)) 6 h(Y (u), Y (û)).

Òàêèì îáðàçîì, èç óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâà äîñòèæèìûõ êðèòåðèàëüíûõ
âåêòîðîâ ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü è åãî îáîëî÷êè Ýäæâîðòà-Ïàðåòî. Ïîñêîëü-
êó íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ìíîæåñòâà X îò âîçìóùåíèé ïàðàìåòðîâ åãî
îïèñàíèÿ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì òðåáîâàíèåì â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè, ñêà-
ëÿðíîé èëè ìíîãîêðèòåðèàëüíîé, ïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî
ìíîæåñòâà Y è YP â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè ïðè
âûïîëíåíèè åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèé. Îòñþäà, êñòàòè, ñëåäóåò óñòîé-
÷èâîñòü èäåàëüíîé òî÷êè.

Â òî æå âðåìÿ, ïàðåòîâà è ñëåéòåðîâà ãðàíèöû îáû÷íî íå ÿâëÿþòñÿ
óñòîé÷èâûìè, åñëè îíè íå ñîâïàäàþò. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåñîâïàäåíèå ýòèõ
ãðàíèö ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ íà ïðàêòèêå. Äîêàçàòü ôàêò ñîâïàäåíèÿ ãðàíèö
(åñëè îí èìååò ìåñòî) ìîæíî, îäíàêî ýòî òðåáóåò îãðîìíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
çàòðàò. Ïðè ýòîì íàèáîëåå ñëîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà íåêîòîðûå ïàðåòîâñêèå
ãðàíè áëèçêè ê ñëåéòåðîâñêèì. Òàêèì îáðàçîì, àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâ
Y è YP ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíîì ñìûñëå áîëåå åñòåñòâåííîé çàäà÷åé, ÷åì
àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâ P (Y ) è S(Y ), äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïðèõîäèòñÿ
èñïîëüçîâàòü ñëîæíûå ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè ýòèõ
ìíîæåñòâ3).

2)À.Â. Ëîòîâ Îá îöåíêå óñòîé÷èâîñòè è ÷èñëå îáóñëîâëåííîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé
ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ // Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç., ò.24, �12, 1984.

3)Í.Ì. Ïîïîâ Îá àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà Ïàðåòî ìåòîäîì ñâåðòîê // Âåñòíèê Ìîñê.
óí-òà. Âû÷èñë. ìàòåì. è êèáåðí., �2, 1982.
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ÃËÀÂÀ 2. ÌÅÒÎÄÛ ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ
ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ãëàâà7. Î ìåòîäàõ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè

Òåîðèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ñëóæèò îñíîâîé ìåòîäîâ ïîä-
äåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ êðèòåðèåâ âûáîðà. Ñàìè
ïî ñåáå óòâåðæäåíèÿ ÌÊÎ íå ÿâëÿþòñÿ ñðåäñòâîì ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé: äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ ìåòîäîâ íåîáõîäèìû äîïîë-
íèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ, îñóùåñòâëÿåìûå â ðàìêàõ òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé. Áîëåå òîãî, ïîíÿòèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ÌÊÎ â òåîðèè è ìåòîäàõ ÌÊÎ
ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè. Â òåîðèè ÌÊÎ â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ïðèíÿòî ðàñ-
ñìàòðèâàòü íåäîìèíèðóåìîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå êðèòåðèåâ èëè ýô-
ôåêòèâíîå ïî Ïàðåòî ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé. Â ìíîãîêðèòåðè-
àëüíûõ ìåòîäàõ ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è ÌÊÎ ïîíèìàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
ýôôåêòèâíîãî ïî Ïàðåòî ìíîæåñòâà, ïðåäïî÷òèòåëüíàÿ äëÿ ëèöà, ïðèíè-
ìàþùåãî ðåøåíèå (ËÏÐ). Õîòÿ èíîãäà â ìåòîäàõ ÌÊÎ òðåáóåòñÿ íàéòè
ìàëîå ÷èñëî ðåøåíèé, èíòåðåñíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ËÏÐ, â äàëüíåéøèõ ðàñ-
ñóæäåíèÿõ â äàííîì ïàðàãðàôå îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì åäèíñòâåííîãî ðå-
øåíèÿ. Ïîñêîëüêó âñå òî÷êè íåäîìèíèðóåìîãî ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå
êðèòåðèåâ èëè ýôôåêòèâíîãî ïî Ïàðåòî ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå ðåøå-
íèé ðàâíîöåííû ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ÌÊÎ, ãëàâíóþ ðîëü â ìíîãîêðè-
òåðèàëüíûõ ìåòîäàõ ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé èãðàåò ËÏÐ � èìåííî
íà îñíîâå ó÷åòà ïðåäïî÷òåíèé ËÏÐ íàõîäèòñÿ òî åäèíñòâåííîå ýôôåêòèâ-
íîå ïî Ïàðåòî ðåøåíèå, êîòîðîå ñ÷èòàåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðîöåññà âûáîðà.
Ìåòîäû ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ òîãî, ÷òîáû ïî-
ìî÷ü ËÏÐ â âûáîðå íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ýôôåêòèâíîãî ïî Ïàðåòî
ðåøåíèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óìåòü ïðàâèëüíî êîíñòðóèðîâàòü òàêèå ìåòîäû,
íåîáõîäèìî èìåòü õîòÿ áû ïðèáëèçèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå î òîì, êàê ÷åëî-
âåê ïðèíèìàåò ðåøåíèÿ.

7.1. Î âûáîðå ðåøåíèé ÷åëîâåêîì

Ñîâðåìåííîå ïîíèìàíèå ÷åëîâå÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ äàëåêî ïðîäâèíóëîñü
ñ íà÷àëà XX âåêà, êîãäà íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå èìåëà ïðîñòàÿ ïñè-
õîëîãè÷åñêàÿ êîíöåïöèÿ ÷åëîâåêà, îñíîâàííàÿ íà ñõåìå �ñòèìóë-ðåàêöèÿ".
Ñîãëàñíî ýòîé êîíöåïöèè, ÷åëîâåê íåïîñðåäñòâåííî ðåàãèðóåò íà ðàçëè÷íûå
âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ (ñòèìóëû). Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå, îäíàêî, î÷åíü áûñò-
ðî ïîêàçàëî ñâîþ îãðàíè÷åííîñòü, ïîýòîìó áûëè ïðåäëîæåíû áîëåå ñëîæ-
íûå òåîðèè, áàçèðóþùèåñÿ, â ÷àñòíîñòè, íà óòâåðæäåíèè î òîì, ÷òî ÷åëîâåê
ïðèíèìàåò ðåøåíèÿ íà îñíîâå èìåþùåéñÿ ó íåãî öåëîñòíîé êàðòèíû ìèðà.
Ê ñîæàëåíèþ, ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ïîêà ÿâëÿþòñÿ íåäîñòàòî÷íî êîíñòðóê-
òèâíûìè äëÿ èõ íåïîñðåäñòâåííîãî ïðèìåíåíèÿ â ìåòîäàõ ïîääåðæêè ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèé, ïîýòîìó ïðè ðàçðàáîòêå ýòèõ ìåòîäîâ ÷àñòî (íî äàëåêî íå
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âñåãäà!) èñïîëüçóåòñÿ áîëåå óäîáíàÿ êîíöåïöèÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè (öåí-
íîñòè), â ðàìêàõ êîòîðîé ÷åëîâåê ðåøàåò çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè íåêîòîðîé
ôóíêöèè, è íóæíî ïðîñòî ïîìî÷ü åìó íàéòè åå ðåøåíèå. Ïðè ðåàëèçàöèè
òàêîé êîíöåïöèè äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñèòóàöèè
è èñïîëüçóåìóþ ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè, à òàêæå ñôîðìóëèðîâàòü îãðàíè÷å-
íèÿ íà âîçìîæíûå ðåøåíèÿ. Ìíîãèå ïñèõîëîãè êðèòèêóþò ýòîò ïîäõîä êàê
óïðîùåííûé, óòâåðæäàÿ, ÷òî ÷åëîâåê íå âñåãäà ñïîñîáåí îñîçíàòü è, òåì áî-
ëåå, äîñòàòî÷íî ëîãè÷íî âûðàçèòü ñâîè ïðåäïî÷òåíèÿ. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå
èññëåäîâàíèÿ ïîäòâåðæäàþò ýòó òî÷êó çðåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñïåöèàëè-
ñòû ïî ïðèíÿòèþ ðåøåíèé â ïîñëåäíåå âðåìÿ âñå ÷àùå îáðàùàþòñÿ ê áîëåå
ñëîæíûì ìîäåëÿì ÷åëîâåêà, ðàçðàáîòàííûõ ïñèõîëîãàìè. Â ÷àñòíîñòè, èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå êîíöåïòóàëüíîé, èëè ìåíòàëüíîé, ìîäåëè îêðóæàþùå-
ãî ìèðà, èñïîëüçóåìîé ÷åëîâåêîì ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ïîñëåäñòâèé ñâîèõ
äåéñòâèé.

Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ ìåíòàëüíîé ìîäåëè îñíîâûâàåòñÿ íà
ïðåäñòàâëåíèè î âîñïðèÿòèè âíåøíåé ñðåäû ÷åëîâåêîì1). Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü,
÷òî âîñïðèÿòèå ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ: âîñïðèÿòèÿ âíåøíåé ñðå-
äû â îùóùåíèÿõ, ïðåîáðàçîâàíèÿ îùóùåíèé â îáðàçû, ñîçäàíèÿ
ëîãè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé î ìèðå. Ñ òàêèì ïðåäñòàâëåíèåì î âîñïðè-
ÿòèè ñâÿçàíà ìîäåëü ñîçíàíèÿ ÷åëîâåêà, â êîòîðîé âûäåëÿþòñÿ: óðîâåíü
ëîãè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ, óðîâåíü îáðàçíîãî ìûøëåíèÿ, ïîäñîçíà-
òåëüíûé óðîâåíü (ðèñ. 7.1). Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðæäåíî, ÷òî âñå
òðè óðîâíÿ ó÷àñòâóþò â ïðèíÿòèè ðåøåíèé, ïðè÷åì âëèÿíèå èõ ìîæåò áûòü
íåñîãëàñîâàííûì. Â òàêîì ñëó÷àå ðåàêöèÿ ÷åëîâåêà íà âîïðîñû ìîæåò îò-
êëîíÿòüñÿ îò îæèäàåìûõ ëîãè÷íûõ îòâåòîâ.

�¨á. 7.1.

Ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð ñ èñïîëüçîâàíèåì áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ, âîç-
íèêàþùåãî â ðåçóëüòàòå îòâåòîâ íà âîïðîñû î òîì, �÷òî ëó÷øå?". Åñëè îñ-
íîâûâàòüñÿ íà ïðåäñòàâëåíèè î òîì, ÷òî îòâåòû ëîãè÷íû, òî ñëåäóåò îæè-
äàòü, ÷òî ýòî îòíîøåíèå áóäåò òðàíçèòèâíî. Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî äàæå

1)Á.Ô. Ëîìîâ Ìåòîäîëîãè÷åñêèå è òåîðåòè÷åñêèå ïðîáëåìû ïñèõîëîãèè. Ì.: Íàóêà,
1984.
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â ñëó÷àå äâóõ êðèòåðèåâ äîñòàòî÷íî ëåãêî äîáèòüñÿ íåòðàíçèòèâíîñòè îò-
âåòîâ [9].

Ïóñòü èìåþòñÿ äâà êðèòåðèÿ, îäèí èç êîòîðûõ ñóùåñòâåííî âàæíåå, ÷åì
äðóãîé. ×åëîâåêó ïðåäëàãàåòñÿ íåêèé èñõîäíûé âàðèàíò A, à çàòåì âàðèàíò
B, â êîòîðîì çíà÷åíèå áîëåå âàæíîãî êðèòåðèÿ íåçíà÷èòåëüíî óõóäøàåòñÿ
ïî ñðàâíåíèþ ñ À, à ìåíåå âàæíîãî � çíà÷èòåëüíî óëó÷øàåòñÿ. ×åëîâåê
âûáèðàåò B. Äàëåå, äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ÷åëîâåêó ïðåäëàãàþò
âàðèàíòû C, D, ..., E, êîòîðûå îí ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàåò (ðÿä äîëæåí
áûòü äîñòàòî÷íî äëèííûì). Çàòåì ÷åëîâåêó îïÿòü ïðåäëàãàþò âàðèàíò A, î
êîòîðîì îí ê ýòîìó âðåìåíè óæå äàâíî çàáûë. ×åëîâåê çàìå÷àåò, ÷òî çíà÷å-
íèå áîëåå âàæíîãî êðèòåðèÿ â âàðèàíòå E ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ âñåõ óñòóïîê
çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì â âàðèàíòå À. Ïîýòîìó ÷åëîâåê âûáèðàåò âàðèàíò
A. Òåì ñàìûì, îí îí äåìîíñòðèðóåò íåòðàíçèòèâíîñòü ñâîèõ ïðåäïî÷òåíèé.

Îïèñàííûé âûøå ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ïðîñòûõ ïðèìåðîâ,
ïîêàçûâàþùèõ, ÷òî ÷åëîâåê ìîæåò áûòü íå â ñîñòîÿíèè ñòðîèòü ëîãè÷íûå
îòâåòû äàæå â îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ ñèòóàöèÿõ. Âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì,
ãäå ïðåäåëû âîçìîæíîñòåé ÷åëîâåêà â ïåðåðàáîòêå èíôîðìàöèè â áîëåå
ñëîæíûõ ñèòóàöèÿõ. Ïñèõîëîãè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî îáúåì
èíôîðìàöèè, êîòîðûé ÷åëîâåê ñïîñîáåí îäíîâðåìåííî äåðæàòü â òàê íà-
çûâàåìîé áûñòðîé ïàìÿòè, ñîñòàâëÿåò îêîëî 7 åäèíèö. Òàê, åñëè íàçûâàòü
îòäåëüíûå áóêâû, òî ÷åëîâåê çàïîìèíàåò â ñðåäíåì 7 áóêâ, åñëè ñëîâà � 7
ñëîâ, åñëè ôðàçû � 7 ôðàç è ò.ä. Ïîýòîìó ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèé ÷åëîâåê
ìîæåò îïåðèðîâàòü ëèøü ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì àëüòåðíàòèâ, è òî òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, åñëè îí âîñïðèíèìàåò èõ êàê öåëîå (íàïðèìåð, åñëè àëüòåðíà-
òèâà � ýòî àâòîìîáèëü, à íå ñòîëáåö ñ òåõíè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè). Êðîìå
òîãî, âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàêèå ìûñëåííûå îïåðàöèè ÿâëÿþòñÿ äîñòà-
òî÷íî ïðîñòûìè äëÿ ÷åëîâåêà, à êàêèå � íåò, ò.å. íà êàêèå âîïðîñû ËÏÐ
ìîæåò îòâåòèòü ëåãêî, à íà êàêèå � íå ìîæåò.

7.2. Ñëîæíîñòü âîïðîñîâ â ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ ìåòîäàõ

Ðàññìîòðèì âîïðîñû, êîòîðûå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ ËÏÐ â ïðîöåäóðàõ
ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè íåñêîëüêèõ êðèòåðèÿõ. Îò ËÏÐ ìîæåò
ïîòðåáîâàòüñÿ îñóùåñòâèòü íåêîòîðûå ìûñëåííûå îïåðàöèè, êîòîðûå ìîæ-
íî ðàçáèòü íà ñëåäóþùèå òðè ãðóïïû: îïåðàöèè ñ êðèòåðèÿìè, ñ èõ çíà÷åíè-
ÿìè è ñ ãðóïïàìè àëüòåðíàòèâ. Ýêñïåðèìåíòû è íàáëþäåíèÿ çà ïîâåäåíèåì
ËÏÐ ïîçâîëèëè îöåíèòü ñëîæíîñòü ýòèõ îïåðàöèé äëÿ ÷åëîâåêà [8]. Áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Ñ � ñëîæíàÿ îïåðàöèÿ (âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ñëîæíûì äëÿ ÷åëîâåêà,
òàê ÷òî îí ÷àñòî äàåò íåäîñòîâåðíûå èëè ïðîòèâîðå÷èâûå îòâåòû);
Ä � äîïóñòèìàÿ îïåðàöèÿ (÷åëîâåê îáû÷íî äàåò ëîãè÷íûå íåïðîòèâîðå÷è-
âûå îòâåòû íà âîïðîñ, ïðè÷åì ïðè ïîâòîðåíèè ýêñïåðèìåíòà íå ìåíÿåò ñâîè
îòâåòû);
ÌÐ � îïåðàöèÿ, äîïóñòèìàÿ ïðè ìàëîé ðàçìåðíîñòè çàäà÷è;
ÍÄ � îïåðàöèÿ, íåîïðåäåëåííî äîïóñòèìàÿ (íåäîñòàòî÷íî èññëåäîâàíà, íî
èìåþùèåñÿ äàííûå ïîçâîëÿþò íàäåÿòüñÿ íà åå äîïóñòèìîñòü);
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ÍÑ� îïåðàöèÿ, íåîïðåäåëåííî ñëîæíàÿ (íåäîñòàòî÷íî èññëåäîâàíà, íî èìå-
þùèåñÿ äàííûå ãîâîðÿò î òîì, ÷òî îíà ñêîðåå âñåãî ñëîæíàÿ).

Â ïðèâåäåííîì äàëåå ñïèñêå ïîä ñðàâíåíèåì çíà÷åíèé êðèòåðèåâ èëè
àëüòåðíàòèâ èìååòñÿ â âèäó óêàçàíèå, êàêîå èç çíà÷åíèé (èëè êàêàÿ èç àëü-
òåðíàòèâ) ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì. Â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòîâ
ïîëó÷åíû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

• îïåðàöèè ñ êðèòåðèÿìè:

� íàçíà÷åíèå âåñîâ êðèòåðèåâ � C,

� óïîðÿäî÷èâàíèå êðèòåðèåâ ïî âàæíîñòè � ÍÄ,

� äåêîìïîçèöèÿ, ò.å. ðàçáèåíèå êðèòåðèåâ íà ïîäêðèòåðèè � ÌÐ;

• îïåðàöèè ñî çíà÷åíèÿìè êðèòåðèåâ:

� ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé îäíîãî êðèòåðèÿ� Ä,

� ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ïî îäíîìó êðèòåðèþ � Ñ,

� íàçíà÷åíèå óäîâëåòâîðèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïî îäíîìó êðèòåðèþ �
ÍÄ;

• îïåðàöèè ñ àëüòåðíàòèâàìè:

� ñðàâíåíèå äâóõ àëüòåðíàòèâ, îïèñûâàåìûõ äâóìÿ êðèòåðèÿìè �
Ä,

� ñðàâíåíèå äâóõ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ àëüòåðíàòèâ � ÌÐ,

� âûáîð èç ãðóïïû àëüòåðíàòèâ � Ñ,

� íàçíà÷åíèå öåëåâîé òî÷êè � Ñ,

� âûáîð êðèòåðèÿ, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî õîòåëîñü áû óëó÷øèòü, óñòó-
ïàÿ ïî äðóãîìó êðèòåðèþ � Ä,

� îïðåäåëåíèå â êîëè÷åñòâåííîì âèäå óâåëè÷åíèÿ çíà÷åíèÿ îäíîãî
êðèòåðèÿ, êîìïåíñèðóþùåå óìåíüøåíèå çíà÷åíèÿ äðóãîãî � Ä
(îäíîêðàòíî), ÍÑ (ìíîãîêðàòíî);

• ñðàâíåíèå àëüòåðíàòèâ öåëîñòíûì îáðàçîì:

� ñðàâíåíèå äâóõ àëüòåðíàòèâ öåëîñòíûì îáðàçîì � ÍÄ,

� ñðàâíåíèå ìíîãèõ àëüòåðíàòèâ � Ñ.

Ïðèâåäåííûé àíàëèç ñëîæíîñòè îïåðàöèé ïîçâîëÿåò îöåíèòü ðåàëèçóåìîñòü
íà ïðàêòèêå ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ ìåòîäîâ ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé,
ïðåäëàãàåìûõ ðàçëè÷íûìè ñïåöèàëèñòàìè.

Íàäî çàìåòèòü, îäíàêî, ÷òî òàêèå îöåíêè ñëîæíîñòè îïåðàöèé ÿâëÿþò-
ñÿ íåñêîëüêî óñëîâíûìè, ïîñêîëüêó â íèõ íå ó÷èòûâàåòñÿ ôàêòîð âðåìåíè.
Òàê, íàïðèìåð, ñðàâíåíèå äâóõ àëüòåðíàòèâ, ðàçëè÷àþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé
ïî ìíîãèì ïîêàçàòåëÿì, ìîæåò áûòü óñïåøíî îñóùåñòâëåíî, åñëè äëÿ ýòîãî
çàòðàòèòü äîñòàòî÷íîå âðåìÿ. Ýòî ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, åñëè âñïîìíèòü ïåðâûé
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ìåòîä ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî àíàëèçà àëüòåðíàòèâ, êîòîðûé áûë ïðåäëîæåí
çíàìåíèòûì àìåðèêàíñêèì ó÷åíûì è ïîëèòè÷åñêèì äåÿòåëåì Á. Ôðàíêëè-
íîì2) â 1772 ãîäó. Á. Ôðàíêëèí îòäàâàë ñåáå îò÷åò â òîì, ÷òî îñíîâíàÿ
òðóäíîñòü àíàëèçà âîçìîæíîãî ðåøåíèÿ ñâÿçàíà ñ îãðàíè÷åííîñòüþ ÷åëîâå-
÷åñêîé ïàìÿòè. Îí ïðåäëîæèë ïðîñòîé ñïîñîá � ïîñòåïåííî, ïî ìåðå îñîçíà-
íèÿ, çàíåñòè äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ íà ëèñò áóìàãè.
Äàëåå îí ïðåäëîæèë âû÷åðêèâàòü êîìïåíñèðóþùèå äðóã äðóãà ñâîéñòâà
ðåøåíèÿ è ïðèíÿòü åãî, åñëè îíî áóäåò èìåòü íåêîìïåíñèðîâàííûå ïðå-
èìóùåñòâà. Êðàéíå âàæíî, ÷òî Á. Ôðàíêëèí ïîä÷åðêèâàë íåîáõîäèìîñòü
çàòðàòèòü íåñêîëüêî äíåé íà ýòó ïðîöåäóðó. Òàêîå òðåáîâàíèå ïîíÿòíî ñ
òî÷êè çðåíèÿ êîíöåïöèè òðåõóðîâíåâîé ìåíòàëüíîé ìîäåëè � ýòî âðåìÿ
òðåáóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå óðîâíè ìåíòàëüíîé ìîäåëè ïðèøëè ê êîí-
ñåíñóñó. ßñíî, ÷òî è âûáîð èç íåáîëüøîãî ÷èñëà ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ àëü-
òåðíàòèâ òàêæå äîëæåí îñóùåñòâëÿòüñÿ â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äíåé. Òî÷íî
òàê æå, äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû âûáîðà èç áîëüøîãî ÷èñëà ìíîãîìåðíûõ
àëüòåðíàòèâ ìîæåò ïîòðåáîâàòü íåñêîëüêèõ ìåñÿöåâ. Òàê ÷òî â ïðèâåäåí-
íûõ îöåíêàõ ñëîæíîñòè îïåðàöèé íåäîñòàåò óêàçàíèÿ íà çàòðà÷åííîå âðåìÿ
(ïî-âèäèìîìó, ïîëàãàëîñü, ÷òî íà îáäóìûâàíèå äàåòñÿ íå áîëåå íåñêîëüêèõ
ìèíóò). Ê ñîæàëåíèþ, çàäà÷à àíàëèçà âëèÿíèÿ çàòðà÷èâàåìîãî âðåìåíè íà
íàäåæíîñòü ðåçóëüòàòîâ âûáîðà ïîêà íå èçó÷åíà.

7.3. Òðåáîâàíèÿ ê ïðåäïî÷òåíèÿì ËÏÐ â ìåòîäàõ ÌÊÎ

Ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè ÌÊÎ äåëàëèñü ðàçëè÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ î
ñâîéñòâàõ êðèòåðèåâ âûáîðà. Âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàêèìè ñâîéñòâàìè
äîëæíû áûòü îáëàäàòü ïðåäïî÷òåíèÿ ËÏÐ, ÷òîáû áûëî âîçìîæíî ïðèìå-
íÿòü ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé çàäà÷è ÌÊÎ, ðàññìîòðåííûõ
â ïðåäûäóùåé ÷àñòè êíèãè.

Âîîáùå ãîâîðÿ, â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ËÏÐ ìîæåò ïðè-
íèìàòü âî âíèìàíèÿ çíà÷åíèÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà õàðàêòåðèñòèê. Êàê óæå
èçâåñòíî èç òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè êóðñà, â çàäà÷àõ ÌÊÎ ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ õàðàêòåðèñòèê êîíå÷íî. Òî÷íåå ãî-
âîðÿ, â ðàìêàõ ÌÊÎ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðîñòðàíñòâî êðèòåðèåâ áûëî m-
ìåðíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì Rm, ò.å. íàáîð çíà÷åíèé êðèòåðèåâ ϕ(x)
áûë m-ìåðíûì âåêòîðîì. Ïîýòîìó äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ÌÊÎ äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé âåêòîð êðèòåðè-
åâ ñ äîñòàòî÷íîé ïîëíîòîé îïèñûâàåò âñå èíòåðåñû è ïðåäïî÷òåíèÿ ËÏÐ.
Â ýòîì ñëó÷àå êà÷åñòâî êàæäîãî ðåøåíèÿ ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè êðèòåðèåâ, è ïîýòîìó âûáîð ðåøåíèÿ ìîæåò
áûòü îñóùåñòâëåí íà îñíîâå âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðà êðèòåðèàëü-
íûõ âåëè÷èí: îò ËÏÐ òðåáóåòñÿ âðåìåííî �çàáûòü� î ñóùåñòâîâàíèè ñàìèõ
ðåøåíèé è ðàññìàòðèâàòü ëèøü çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ. Òàêèå çàäà÷è âûáîðà
ðåøåíèé ïðèíÿòî íàçûâàòü êðèòåðèàëüíûìè. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå, êîíå÷íî,
íåñêîëüêî èñêàæàåò ðåàëüíîñòü: ËÏÐ èíòåðåñíî âçãëÿíóòü è íà ðåøåíèÿ.

2)Ïåðåâîä ïèñüìà Á. Ôðàíêëèíà ïðèâåäåí íà ñòð. 105 êíèãè [9].
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Íî â ñëó÷àå áîëüøîãî èëè áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ðåøåíèé ýòî íåâîçìîæíî.
Ïîýòîìó â çàäà÷àõ ÌÊÎ ïðèõîäèòñÿ ñîãëàøàòüñÿ ñ ïðåäïîëîæåíèåì î òîì,
÷òî ðàññìàòðèâàåìûé íàáîð êðèòåðèåâ îïèñûâàåò ïîëíîñòüþ èíòåðåñû è
ïðåäïî÷òåíèÿ ËÏÐ, à èíôîðìèðîâàòü ËÏÐ ìîæíî áóäåò òîëüêî îá îòäåëü-
íûõ îòîáðàííûõ ðåøåíèÿõ.

Ãëàâíîå ïðåäïîëîæåíèå, êîòîðîå äåëàåòñÿ ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ÌÊÎ,
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðåäïî÷òåíèÿ ËÏÐ îïèñûâàþò-
ñÿ íåêîòîðûì íå èçâåñòíûì íàì êâàçèïîðÿäêîì �íå õóæå�, çàäàííûì íà
ðàññìàòðèâàåìîì ïðîñòðàíñòâå êðèòåðèåâ Rm, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç
R0. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ìû íå ñîìíåâàåìñÿ â òðàíçèòèâíîñòè ïðåä-
ïî÷òåíèé ËÏÐ. Îñíîâíûì ïðåäïîëîæåíèåì ïðè ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ ÌÊÎ
ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèÿ Ïàðåòî P ÿâëÿåò-
ñÿ ïîäìíîæåñòâîì êâàçèïîðÿäêà R0. Èìåííî ïîýòîìó ðåçóëüòàòû èçó÷åíèÿ
áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ Ïàðåòî P ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðàçðàáîòêå
ìåòîäîâ, íàïðàâëåííûõ íà íàõîæäåíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ, íàèáîëåå
ïðåäïî÷òèòåëüíîãî äëÿ ËÏÐ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû P ⊂ R0 òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êâàçèïîðÿäîê R0 óäîâëåòâî-
ðÿë îäíîìó âàæíîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå � íåçàâèñèìîñòü
êðèòåðèåâ ïî ïðåäïî÷òåíèþ, ò.å. îòñóòñòâèå çàâèñèìîñòè íàïðàâëåíèÿ óëó÷-
øåíèÿ çíà÷åíèé êðèòåðèÿ (åãî óâåëè÷åíèå èëè óìåíüøåíèå) îò çíà÷åíèé
îñòàëüíûõ êðèòåðèåâ. Âîîáùå ãîâîðÿ, â çàäà÷å âûáîðà ðåøåíèÿ ìîæåò îêà-
çàòüñÿ òàê, ÷òî íàïðàâëåíèå óëó÷øåíèÿ çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî ÷àñòíîãî êðè-
òåðèÿ çàâèñèò îò çíà÷åíèé äðóãèõ êðèòåðèåâ.

Ïðèìåð. Èäåàëüíàÿ âûñîòà ïîòîëêà â æèëîé êîìíàòå çàâèñèò îò åå äëè-
íû è øèðèíû. Âûñîòó, ìåíüøóþ èäåàëüíîé, æåëàòåëüíî óâåëè÷èâàòü, áîëü-
øóþ � óìåíüøàòü. Òàêèì îáðàçîì, æåëàòåëüíîå íàïðàâëåíèå èçìåíåíèÿ
âûñîòû çàâèñèò îò äëèíû è øèðèíû êîìíàòû, ò.å. ïðåäïîëîæåíèå î íåçà-
âèñèìîñòè êðèòåðèåâ ïî ïðåäïî÷òåíèþ íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïåðåéäåì ê ñòðîãîìó îïðåäåëåíèþ íåçàâèñèìîñòè êðèòåðèåâ ïî ïðåäïî-
÷òåíèþ. Ïóñòü â êðèòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå Rm äàíû ÷åòûðå òî÷êè:

y(1) =

{
yi = s

yj = y′j , j = {1, . . . ,m}\{i},

y(2) =

{
yi = s

yj = y′′j , j = {1, . . . ,m}\{i},

y(3) =

{
yi = t

yj = y′j , j = {1, . . . ,m}\{i},

y(4) =

{
yi = t

yj = y′′j , j = {1, . . . ,m}\{i}.

Äëÿ ñëó÷àÿ äâóõêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è ýòè äâå òî÷êè èçîáðàæåíû íà
ðèñ. 7.2. Ïàðà òî÷åê y(1) è y(3) (à òàêæå y(2) è y(4)) ñîâïàäàåò ïî çíà÷åíèþ
÷àñòíîãî êðèòåðèÿ y2, ìåíÿåòñÿ òîëüêî çíà÷åíèå y1.

53



Îïðåäåëåíèå 7.1. Êðèòåðèé ñ íîìåðîì i íàçûâàþò íåçàâèñèìûì ïî ïðåä-
ïî÷òåíèþ îò îñòàëüíûõ êðèòåðèåâ, åñëè äëÿ âñåõ ÷èñåë s è t èìååò ìå-
ñòî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: èç òîãî, ÷òî y(1) � y(3) äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà
y′j, j = {1, . . . ,m}\{i}, ñëåäóåò, ÷òî y(2) � y(4) äëÿ ëþáîãî äðóãîãî íàáîðà
y′′j , j = {1, . . . ,m}\{i}.

�¨á. 7.2.

Äëÿ m = 2 (ñì. ðèñ. 7.2) ýòî îïðåäåëåíèå âûãëÿäèò òàê: åñëè èç y(1) �
y(3) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì äðóãîì çíà÷åíèè y2 = y′′2 áóäåò âûïîëíåíî
y(2) � y(4), òî êðèòåðèé y1 íå çàâèñèò ïî ïðåäïî÷òåíèþ îò êðèòåðèÿ y2.

Äëÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ Ïàðåòî ëþáîé êðèòåðèé íåçàâèñèì ïî ïðåä-
ïî÷òåíèþ îò îñòàëüíûõ êðèòåðèåâ � ïðåäïî÷òèòåëüíî óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ
êðèòåðèÿ âíå çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé îñòàëüíûõ. Èìåííî ïîýòîìó äëÿ
ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ÌÊÎ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äëÿ êâàçèïîðÿäêà R0 ëþáîé
êðèòåðèé áûë íåçàâèñèì ïî ïðåäïî÷òåíèþ îò îñòàëüíûõ êðèòåðèåâ. Åñëè
ïðè ýòîì äëÿ êàêîãî-ëèáî êðèòåðèÿ ïðåäïî÷òèòåëüíî óìåíüøåíèå åãî çíà-
÷åíèé, òî äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê íóæíîìó âèäó åãî äîñòàòî÷íî óìíîæèòü íà
ìèíóñ åäèíèöó3).

Ìåòîäû ÌÊÎ êîíñòðóèðóþòñÿ íà îñíîâå ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî êâà-
çèïîðÿäîê R0 ñîäåðæèò áèíàðíîå îòíîøåíèå Ïàðåòî.

7.4. Êëàññèôèêàöèÿ ìåòîäîâ ÌÊÎ

Äàëåå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ìåòîäû, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ íàõîæäå-
íèÿ ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ðåøåíèÿ, îïòèìàëüíîãî ïî Ïàðåòî, â ñëó÷àå áåñêî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé X ⊆W , çàäàííîãî ñîâîêóïíîñòüþ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, è êðèòåðèÿìè y ∈ Rm, ñâÿçàííûìè ñ ðåøå-
íèÿìè çàäàííîé âåêòîð ôóíêöèåé y = ϕ(x). Ïðè ýòîì, êàê è ðàíåå, áóäåì
ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ìíîãîêðèòåðèàëüíîé ìàêñèìèçàöèè.

Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ðàçðàáîòàíû òûñÿ÷è ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ÌÊÎ.
Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê èõ êëàññèôèêàöèè: ïî òèïó ìîäåëåé, ïî
èñïîëüçóåìûì ìåòîäàì ñêàëÿðíîé îïòèìèçàöèè, ïî îáëàñòè ïðèëîæåíèÿ è

3)Åñëè ïðåäïî÷òèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ êàêîå-òî çàäàííîå çíà÷åíèå íåêîòîðîãî êðèòåðèÿ,
òî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ÌÊÎ åãî ñíà÷àëà íàäî çàìåíèòü íà íîâûé êðèòåðèé, ñâÿçàííûé ñ
îòêëîíåíèåì çíà÷åíèÿ èñõîäíîãî êðèòåðèÿ îò ïðåäïî÷òèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ.
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ò.ä. Íàèáîëåå âàæíûé èç ñïîñîáîâ êëàññèôèêàöèè � ïî ðîëè ËÏÐ. Ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì òàêîé êëàññèôèêàöèè ìåòîäû ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
â çàäà÷àõ ÌÊÎ ïðèíÿòî ðàçáèâàòü íà ñëåäóþùèå êëàññû:

1. ìåòîäû ïîèñêà ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ðåøåíèÿ áåç ó÷àñòèÿ ËÏÐ;

2. ìåòîäû, â êîòîðûõ ËÏÐ ïðèâëåêàåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëà âû-
áîðà åäèíñòâåííîãî èëè íåáîëüøîãî ÷èñëà ðåøåíèé, îïòèìàëüíûõ ïî
Ïàðåòî, äî íà÷àëà èçó÷åíèÿ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé;

3. èíòåðàêòèâíûå (èòåðàòèâíûå) ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ó÷àñòèåì
ËÏÐ, â êîòîðûõ ËÏÐ ïîñòåïåííî ôîðìóëèðóåò ñâîè ïðåäïî÷òåíèÿ â
ïðîöåññå èçó÷åíèÿ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé;

4. ìåòîäû, îñíîâàííûå íà àïïðîêñèìàöèè ãðàíèöû Ïàðåòî è èíôîðìè-
ðîâàíèè ËÏÐ î íåé â òîì èëè èíîì âèäå; â òàêèõ ìåòîäàõ ËÏÐ óêà-
çûâàåò ïðåäïî÷òèòåëüíîå äîñòèæèìîå ñî÷åòàíèå çíà÷åíèé êðèòåðèåâ
ïðÿìî ñðåäè òî÷åê àïïðîêñèìàöèè ãðàíèöû Ïàðåòî.

Ìåòîäû ïåðâûõ äâóõ ãðóïï îñíîâûâàþòñÿ íà ïîñòðîåíèè ðåøàþùåãî
ïðàâèëà, ò.å. òàêîãî îòîáðàæåíèÿ C : 2W → 2W , ÷òî äëÿ êàæäîãî X ⊆ W
èìååì C(X) ∈ 2X , ïðè÷åì ñðåäè îòîáðàííûõ ðåøåíèé íàõîäèòñÿ ðåøåíèå,
íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîå äëÿ ËÏÐ. Îòëè÷èå ïåðâîé ãðóïïû îò âòîðîé
ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïåðâîé ãðóïïå ìåòîäîâ ðåøàþùåå ïðàâèëî ñòðîèò-
ñÿ áåç ó÷àñòèÿ ËÏÐ íà îñíîâå íåêîòîðîé àêñèîìàòèêè èëè íåêîòîðûõ ýâ-
ðèñòè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ, à âî âòîðîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèÿ î
ïðåäïî÷òåíèÿõ ËÏÐ. Â ÷àñòíîñòè, ðåøàþùåå ïðàâèëî ÷àñòî ðåàëèçóåòñÿ
íà îñíîâå êîíöåïöèè ôóíêöèè ïîëåçíîñòè (öåííîñòè), ðàññìîòðåííîé â �1.
Â ýòîì ñëó÷àå ðåøàþùåå ïðàâèëî èìååò âèä

C(X) = {x∗ ∈ X| U(ϕ(x∗)) = max
x∈X

U(ϕ(x))}. (7.1)

Çàìåòèì, ÷òî èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøàþùåãî ïðàâèëà øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ
â ìåòîäàõ êëàññèôèêàöèè ìàëîãî ÷èñëà àëüòåðíàòèâ. Õîòÿ â òàêèõ çàäà÷àõ
òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, èññëåäîâàòå-
ëè ïðåäïî÷èòàþò ðàçðàáàòûâàòü äðóãèå ðåøàþùèå ïðàâèëà, êîòîðûå ïîç-
âîëÿþò ïðîâåñòè êëàññèôèêàöèþ âñåõ àëüòåðíàòèâ. Ïðè ýòîì ðåøàþùèå
ïðàâèëà ñòàðàþòñÿ ðàçðàáîòàòü òàê, ÷òîáû îíè áûëè ïîíÿòíû ËÏÐ4).

Äàëåå êàæäûé èç êëàññîâ ìåòîäîâ ÌÊÎ ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå ïîäðîá-
íî.

4)Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè òàêîãî ïîäõîäà â äàííîé ãëàâå ïðèâåäåí ýâðèñòè÷åñêèé ìå-
òîä ELECTRE.
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Ãëàâà8. Ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïîñòðîåíèè
ðåøàþùåãî ïðàâèëà

8.1. Ìåòîäû áåç ó÷àñòèÿ ËÏÐ

Â ìåòîäàõ, îïèñàííûõ â äàííîì ðàçäåëå, ïðåäëàãàåòñÿ âûáðàòü ðåøàþ-
ùåå ïðàâèëî, íå ïðèâëåêàÿ ËÏÐ ê ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû. Îáîñíîâàíèå
âûáîðà áàçèðóåòñÿ íà áîëåå èëè ìåíåå ëîãè÷íîì ñîäåðæàòåëüíîì îáúÿñíå-
íèè, ïî÷åìó âûáèðàåòñÿ òî èëè èíîå ïðàâèëî (îáû÷íî ìàêñèìèçàöèÿ ñâåðò-
êè êðèòåðèåâ). Äàëåå ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè îäíî èç ðåøåíèé çàäà÷è (7.1) è
ïðåäúÿâèòü åãî ËÏÐ êàê íàèáîëåå ïîäõîäÿùåå. Ìîãóò, íàïðèìåð, èñïîëü-
çîâàòüñÿ òàêèå ñâåðòêè, êàê

1) ψ(y) =
∑
i

yi,

2) ψ(y) = min
i
yi,

3) ψ(y) =
∏
i

yi ïðè yi > 0,

4) ψ(y) = −ρ(y, y∗), ãäå ρ(y′, y′′) � êàêèì-òî îáðàçîì îïðåäåëåííîå ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó êðèòåðèàëüíûìè òî÷êàìè y′ è y′′, y∗ � èäåàëüíàÿ òî÷-
êà.

Ýòè ôóíêöèè îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ êðèòåðèåâ, èìåþùèõ îäèíàêî-
âóþ ðàçìåðíîñòü. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåëè÷èíû yi èìåþò ðàçíóþ ðàçìåð-
íîñòü, òðåáóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíî ïåðåéòè ê áåçðàçìåðíûì ìàñøòàáèðîâàí-
íûì êðèòåðèÿì. Ýòî ÷àñòî ïðåäëàãàåòñÿ ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ çàìåíû:

ȳi =
yi − ymini

y∗i − ymini

,

ãäå ymini � ìèíèìàëüíîå �ïðèåìëåìîå� çíà÷åíèå i-ãî êðèòåðèÿ. Â êà÷åñòâå
ymini èíîãäà áåðåòñÿ íàèõóäøåå çíà÷åíèå yi íà ìíîæåñòâå Y èëè P (Y )1). Äà-
ëåå íàõîäèòñÿ ðåøåíèå, îïòèìàëüíîå â ñìûñëå èñïîëüçóåìîé ñâåðòêè. Åñëè
ËÏÐ ñîãëàñåí èñïîëüçîâàòü íàéäåííîå ðåøåíèå, îíî ñ÷èòàåòñÿ íàèëó÷øèì.

Îòìåòèì, ÷òî òàêèå ñïîñîáû çàìåíû ïðåäïî÷òåíèé ËÏÐ íà íåêîòîðûå
èñêóññòâåííûå êîíñòðóêöèè îáû÷íî ïðèìåíÿþòñÿ â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ËÏÐ
èëè åãî íåæåëàíèè ïðèíèìàòü ó÷àñòèå â âûáîðå ðåøåíèÿ ïî êàêèì-òî ïðè-
÷èíàì. Â ëþáîì ñëó÷àå ýòîò ñïîñîá ðåàëèçóåò ïðîèçâîë ýêñïåðòà, ïðåäëà-
ãàþùåãî ñâåðòêó. Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè êàêîé-
ëèáî ñèñòåìû àêñèîì. Ïðè ýòîì ËÏÐ, åñëè îí èìååòñÿ, äîëæåí ñîãëàñèòüñÿ
ñ àêñèîìàìè.

1)Îòìåòèì, ÷òî íàèõóäøåå çíà÷åíèå yi íà P (Y ) òðóäíî íàéòè èç-çà íåâûïóêëîñòè çà-
äà÷è îïòòèìèçàöèè è íåóñòîé÷èâîñòè ãðàíèöû Ïàðåòî.
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Íàäî îòìåòèòü, ÷òî ìåòîäû áåç ó÷àñòèÿ ËÏÐ â ïðîöåññå ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèé, ïî ñâîåé ëîãèêå íå ïîäõîäÿò äëÿ ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé,
ïîñêîëüêó óñòðàíÿþò ËÏÐ èç ýòîãî ïðîöåññà. Â òî æå âðåìÿ, òàêèå ìåòîäû
ìîãóò áûòü ïðèåìëåìû äëÿ ËÏÐ, íå æåëàþùåãî íåñòè îòâåòñòâåííîñòü çà
ïîòåíöèàëüíûå íåãàòèâíûå ïîñëåäñòâèÿ ïðèíèìàåìîãî ðåøåíèÿ.

8.2. Ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïðèâëå÷åíèè ËÏÐ
ê ïîñòðîåíèþ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè

Òåîðåòè÷åñêè íàèáîëåå õîðîøî ðàçðàáîòàíû ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïî-
ñòðîåíèè ôóíêöèè ïîëåçíîñòè U(y), îòðàæàþùåé ïðåäïî÷òåíèÿ ËÏÐ [6].
Íàïîìíèì, ÷òî âîïðîñ î ñâÿçè ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ñ áèíàðíûìè îòíî-
øåíèÿìè óæå áûë ðàññìîòðåí â ïåðâîé ÷àñòè êíèãè. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî
ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèé ïîëåçíîñòè ËÏÐ íàðÿäó ñ îáîñíîâàííûìè ìåòîäà-
ìè çà÷àñòóþ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû è ôóíêöèè, íå èìåþùèå òåîðåòè÷åñêîãî
îáîñíîâàíèÿ (ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû).

Îòìåòèì îäíó âàæíóþ îñîáåííîñòü ôóíêöèé ïîëåçíîñòè. Íåòðóäíî âè-
äåòü, ÷òî åñëè U(y) � ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè íà Y , îòðàæàþùàÿ ïðåäïî÷òå-
íèÿ íåêîòîðîãî ËÏÐ, f(t) � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà R1, òî ôóíê-
öèÿ Ũ(y) = f(U(y)) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè, îòðàæàþùåé
ïðåäïî÷òåíèÿ ýòîãî ËÏÐ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ
ïðåäïî÷òåíèÿ ËÏÐ ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè, òî èõ
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî. Ýòî, îäíàêî, íå ñîçäàåò ïðîáëåì, ïîñêîëü-
êó èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò íå ñàìà ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè, à îïðåäåëÿåìûå åþ
ïîâåðõíîñòè áåçðàçëè÷èÿ, ò.å. ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ U(y) = const, êîòîðûå
íå èçìåíÿþòñÿ ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ôóíêöèè ïîëåçíîñòè. Äëÿ òîãî
÷òîáû ïîíÿòü ðîëü ïîâåðõíîñòåé áåçðàçëè÷èÿ, äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü ãåî-
ìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è max

y∈Y
U(y) � ýòî òàêàÿ òî÷êà

y∗ ∈ Y , ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò ëèíèÿ U(y) = const ñ ìàêñèìàëüíûì çíà-
÷åíèåì êîíñòàíòû.

Ïðè m = 2 ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ U(y) = const íàçûâàþòñÿ êðèâûìè áåç-
ðàçëè÷èÿ. Ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ïðèíÿòî íàçûâàòü ñòðàòåãè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíûìè, åñëè îíè ïðèâîäÿò ê îäíîé êàðòèíå ïîâåðõíîñòåé áåçðàçëè÷èÿ.

Ïðèìåð. Ïóñòü U(y) = A
m∏
i=1

yαi
i , A > 0, αi > 0, i = 1, . . . ,m. Åñëè

f(t) = ln(t), òî Ũ(y) = lnU(y). Òîãäà Ũ(y) = lnA +
m∑
i=1

αi ln yi. Ôóíêöèè

U(y) è Ũ(y) ñòðàòåãè÷åñêè ýêâèâàëåíòû.
Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ î òîì, êî-

ãäà ïðåäïî÷òåíèÿ ËÏÐ ïðåäñòàâèìû â íàèáîëåå ïðîñòîì âèäå � â âèäå
àääèòèâíîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, ò.å. U(y) =

∑
i

Ui(yi). Òàê, êàê ïîêàçûâàåò

ïðèìåð, ê ýòîìó êëàññó ïðåäïî÷òåíèé îòíîñèòñÿ ïðåäïî÷òåíèå, çàäàâàåìîå

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèåé U(y) = A
m∏
i=1

yαi
i . Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäñòà-

âèòü ïðåäïî÷òåíèÿ â âèäå àääèòèâíîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, ýòè ïðåäïî÷òå-
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íèÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü äîâîëüíî æåñòêèì îãðàíè÷åíèÿì.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé m = 2, êîãäà êðèâûå áåçðàçëè÷èÿ ìîæíî èçîáðà-

çèòü íà ïëîñêîñòè. Ïóñòü U(y1, y2) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Òîãäà
óðàâíåíèå êðèâîé áåçðàçëè÷èÿ U(y1, y2) = const èìååò âèä

∂U

∂y1
dy1 +

∂U

∂y2
dy2 = 0.

Òîãäà
dy1

dy2
= − ∂U

∂y2
/
∂U

∂y1
= −λ.

Âåëè÷èíà

λ =
∂U

∂y2
/
∂U

∂y1

íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé íîðìîé çàìåùåíèÿ (tradeo� rate) (ñì. [6]).
Ïóñòü ñòðóêòóðà ïðåäïî÷òåíèÿ àääèòèâíà, ò.å. â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå Z ñ

êîîðäèíàòàìè (y1, y2) äëÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
U(Z) = U1(y1) + U2(y2). Òîãäà λZ = U ′2(y2)/U ′1(y1). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
êàñàòåëüíûõ ê êðèâûì áåçðàçëè÷èÿ â òî÷êàõ A = (y0

1 , y
0
2), B = (y0

1 , y
1
2),

C = (y1
1 , y

0
2) è D = (y1

1 , y
1
2), èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 8.1, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

λD =
U ′2(y1

2)

U ′1(y1
1)

=
U ′2(y1

2)

U ′1(y0
1)
· U
′
1(y0

1)

U ′2(y0
2)
· U
′
2(y0

2)

U ′1(y1
1)

=
λBλC
λA

.

�¨á. 8.1.

Ïîëó÷èëè, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì àääèòèâíîñòè ôóíêöèè ïîëåçíî-
ñòè ïðè m = 2 ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà λAλD = λBλC äëÿ ëþáûõ A,
B, C è D. Êàê ìîæíî ïîêàçàòü, îíî ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì. Äëÿ òîãî, ÷òî-
áû îáîñíîâàííî èñïîëüçîâàòü àääèòèâíûå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, òðåáóåòñÿ
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ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ïîëó÷åííûõ óñëîâèé äëÿ âñåõ ñîâîêóïíîñòåé âåðøèí
ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ïîëîæèòåëüíîì îðòàíòå.

Ïóñòü ôóíêöèÿ U(y) íåïðåðûâíà íà ñâÿçíîì ìíîæåñòâå Y . Ðàññìîò-
ðèì ñëó÷àé m = 3. Áóäåì íàçûâàòü ïàðó êðèòåðèåâ (y1, y2) íåçàâèñèìîé
ïî ïðåäïî÷òåíèþ îò êðèòåðèÿ y3, åñëè âåðíà èìïëèêàöèÿ (y′1, y

′
2, y
∗
3) �

(y′′1 , y
′′
2 , y
∗
3) ⇒ (y′1, y

′
2, y3) � (y′′1 , y

′′
2 , y3) ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ y∗3 è y3, ò.å.

ñòðóêòóðà ïðåäïî÷òåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå (y1, y2) íå çàâèñèò îò y3. Åñëè âñå
òðè ïàðû êðèòåðèåâ íåçàâèñèìû ïî ïðåäïî÷òåíèþ îò îñòàâøåãîñÿ êðèòå-
ðèÿ, òî ñòðóêòóðà ïðåäïî÷òåíèÿ àääèòèâíà. Ïðîâåðêà íåçàâèñèìîñòè ïî
ïðåäïî÷òåíèþ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïðîñòûì äåëîì.

Ïðèm > 3 àääèòèâíîñòü ñòðóêòóðû ïðåäïî÷òåíèé èìååò ìåñòî, åñëè ëþ-
áûå íàáîðû êðèòåðèåâ íåçàâèñèìû ïî ïðåäïî÷òåíèþ îò îñòàëüíûõ êðèòåðè-
åâ, íå âîøåäøèõ â ýòè íàáîðû. Ïðîâåðêà âñåõ ýòèõ óñëîâèé áûâàåò âåñüìà
çàòðóäíèòåëüíà, ïîýòîìó çà÷àñòóþ èññëåäîâàòåëè, èñïîëüçóþùèå ïîñòðîå-
íèå ôóíêöèé ïîëåçíîñòè, áåç âñÿêîãî îáîñíîâàíèÿ ñ÷èòàþò, ÷òî ýòè ôóíê-
öèè àääèòèâíû. Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ àääèòèâíîé ñòðóêòóðû ïðåäïî÷òåíèé
ïîñòðîèòü ïîâåðõíîñòè áåçðàçëè÷èÿ ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì â îáùåì ñëó÷àå.

8.3. Ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòåé áåçðàçëè÷èÿ â ñëó÷àå
àääèòèâíîé ñòðóêòóðû ïðåäïî÷òåíèé

Â äàííîì ðàçäåëå îïèñàíà îáîñíîâàííàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõ-
íîñòåé áåçðàçëè÷èÿ äëÿ àääèòèâíîé ñòðóêòóðû ïðåäïî÷òåíèé, ïðåäëîæåí-
íàÿ â [6]. Íà÷íåì ñ ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ êðèâûõ áåçðàçëè÷èÿ äëÿ àääèòèâ-
íîé ñòðóêòóðû ïðåäïî÷òåíèé â ñëó÷àå äâóõ êðèòåðèåâ, ò.å. áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, ïðåäñòàâèìûå â âèäå U(y) = U1(y1) + U2(y2),
y ∈ R2. Ýòà ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü ïðîèëëþñòðèðîâàíà ãðàôè÷åñêè (ñì.
ðèñ. 8.2).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîé,
ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî óêàçàòü òî÷êó íóëåâîé ïîëåçíîñòè è åäèíèöó èç-
ìåðåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ËÏÐ äîëæåí óêàçàòü ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûå çíà÷å-
íèÿ êðèòåðèåâ ymin = (ymin1 , ymin2 ), äëÿ êîòîðûõ èìååò ñìûñë ïðîâîäèòü
ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòåé áåçðàçëè÷èÿ. Ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êó íà ðèñ. 8.2
îáîçíà÷èì ÷åðåç A. Ïîëîæèì

U(A) = U1(A) = U2(A) = 0.

Çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå y1
1 , ïðè êîòîðîì îòêëîíåíèå îò ìèíèìàëüíîãî

ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì äëÿ ËÏÐ. Åñëè ïîëîæèòü U1(y1
1) = 1, òî áóäåò çàäàí

ìàñøòàá äëÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè. Îáîçíà÷èì òî÷êó (y1
1 , y

min
2 ) ÷åðåç B.
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�¨á. 8.2.

Äàëåå ËÏÐ äîëæåí óêàçàòü òàêóþ òî÷êó C = (ymin1 , y1
2), ÷òîáû îíà áûëà

ðàâíîöåííà òî÷êå B. Ýòîò âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòûì, ïîýòîìó äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ îòâåòà íà íåãî ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà.

Ïðîöåäóðà ïîèñêà ðàâíîöåííîé òî÷êè. Çàäàåòñÿ íà÷àëüíîå äîñòàòî÷íî
áîëüøîå çíà÷åíèå âòîðîãî êðèòåðèÿ, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç ymax2 . Âû-
ÿñíÿåòñÿ, äåéñòâèòåëüíî ëè ËÏÐ ïðåäïî÷èòàåò íîâóþ òî÷êó (ymin1 , ymax2 )
òî÷êå B = (y1

1 , y
min
2 ). Åñëè ýòî íå òàê, òî âåëè÷èíà ymax2 óâåëè÷èâàåòñÿ äî

òåõ ïîð, ïîêà ýòî òðåáîâàíèå íå áóäåò âûïîëíåíî. Äàëåå îòðåçîê [ymin2 , ymax2 ]
äåëèòñÿ òî÷êîé y∗2 íà äâå ÷àñòè (íàïðèìåð, ïîïîëàì), ïîñëå ÷åãî ËÏÐ îò-
âå÷àåò íà âîïðîñ î òîì, ÷òî ïðåäïî÷òèòåëüíåå, òî÷êà (ymin1 , y∗2) èëè òî÷êà
B = (y1

1 , y
min
2 ). Åñëè ËÏÐ âûáèðàåò òî÷êó (ymin1 , y∗2), òî ïðîöåäóðà äåëåíèÿ

ïðîäîëæàåòñÿ íà îòðåçêå [ymin2 , y∗2 ]. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà, ýêâèâàëåíò-
íàÿ B = (y1

1 , y
min
2 ), íàõîäèòñÿ íà îòðåçêå [y∗2 , y

max
2 ] è ýòîò îòðåçîê äåëèòñÿ íà

÷àñòè. Äåëåíèå ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà îòðåçîê íå ñòàíåò äîñòàòî÷íî
ìàë èëè ËÏÐ íå ñêàæåò, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òî÷êà ðàâíîöåííà B = (y1

1 , y
min
2 ).

Êîíåö ïðîöåäóðû.

Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíà òî÷êà C, ýêâèâàëåíòíàÿ òî÷êå B, ïîëàãàåì
U(C) = U2(y1

2) = 1. Ñîåäèíÿÿ òî÷êè B è C îòðåçêîì ïðÿìîé, ïîëó÷àåì
ïåðâóþ àïïðîêñèìàöèþ êðèâîé áåçðàçëè÷èÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïðåäïî-
ëàãàåì, ÷òî íå òîëüêî â êðàéíèõ òî÷êàõ, íî è íà âñåì îòðåçêå U(y) = 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî â ñèëó àääèòèâíîñòè ïðåäïî÷òåíèé â òî÷êå D = (y1

1 , y
1
2) âû-

ïîëíåíî ðàâåíñòâî U(D) = U1(y1
1) + U2(y1

2) = 1 + 1 = 2.
Íà ñëåäóþùåì øàãå íóæíî óâåëè÷èòü çíà÷åíèÿ êàæäîãî èç êðèòåðè-

åâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íîâûå ïîëó÷åííûå òî÷êè E = (y2
1 , y

min
2 ) è F =

(ymin1 , y2
2) áûëè ýêâèâàëåíòíû òî÷êå D (ñì. ðèñ. 8.2). Ñíîâà èñïîëüçóåòñÿ

îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà, ïîñëå ÷åãî ñîåäèíÿåì ðàâíîöåííûå òî÷êè è ïî-
ëó÷àåì ñëåäóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ êðèâîé áåçðàçëè÷èÿ (ëîìàíàÿ FDE).
Ïîñòðîåíèå îñòàëüíûõ ëîìàíûõ áåçðàçëè÷èÿ (íàïðèìåð, ëîìàíîé LKHG,
äëÿ êîòîðîé U(L) = U(K) = U(H) = U(G) = 3) îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷-
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íî.
Ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ àääèòèâíîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü

ñëîæíîé äëÿ ÷åëîâåêà, òàê êàê îïåðàöèè ñðàâíåíèÿ êðèòåðèàëüíûõ òî÷åê
îñóùåñòâëÿåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ðàç. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ÷åëîâåê, êîòîðî-
ìó çàäàþòñÿ äàííûå âîïðîñû, ìîæåò îøèáàòüñÿ â ñâîèõ îöåíêàõ èëè äà-
âàòü ïðîòèâîðå÷èâûå îòâåòû. Ñêàæåì, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî U(K) íå ðàâíî
U(H), ÷òî ìîæåò îçíà÷àòü îòñóòñòâèå àääèòèâíîñòè èëè íàëè÷èå îøèáîê â
îòâåòàõ ËÏÐ. Áîëåå òîãî, äëÿ ïðîâåðêè àääèòèâíîñòè ïðåäïî÷òåíèé íóæíî
áû ïðîâåðÿòü óñëîâèå òèïà λAλD = λBλC äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ
íà êðèòåðèàëüíîé ïëîñêîñòè.

Êîãäà äàííàÿ ïðîöåäóðà ïåðåíîñèòñÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé, îíà ñòà-
íîâèòñÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå. Óæå íà ïåðâîì øàãå ÷èñëî òî÷åê åäèíè÷íîé
ïîëåçíîñòè ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, à ïîâåðõíîñòü áåçðàçëè÷èÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàíü ñèìïëåêñà. Íà ñëåäóþùèõ øàãàõ ñèòóàöèÿ åùå
óñëîæíÿåòñÿ. Ñîîòâåòñòâåííî âîçðàñòàåò ñëîæíîñòü àëãîðèòìà, óñóãóáëÿå-
ìàÿ îòñóòñòâèåì ãðàôè÷åñêîé ïîääåðæêè. Ïðè ýòîì âîçìîæíîñòü îøèáêè
ËÏÐ âîçðàñòàåò ìíîãîêðàòíî, òåì áîëåå ÷òî ïðèm > 3 óñëîâèÿ íåçàâèñèìî-
ñòè ïî ïðåäïî÷òåíèÿì èìåþò êà÷åñòâåííûé âèä è èõ ïðîâåðèòü ïðàêòè÷åñêè
íåâîçìîæíî.

Îòìåòèì, ÷òî èíîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü èñïîëüçîâàíèÿ îïèñàí-
íîé âûøå òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííîé ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòåé
áåçðàçëè÷èÿ ïðåäëàãàþò ñòðîèòü àääèòèâíóþ ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè â âèäå

U(y) =

m∑
i=1

ciUi(yi), (8.1)

ãäå ci > 0 � âåñà, çàäàâàåìûå ËÏÐ, Ui(yi) � ôóíêöèè, òàêæå çàäàâàåìûå
ËÏÐ â äèàëîãå ñ êîìïüþòåðîì íà îñíîâå íåïîñðåäñòâåííîãî íàçíà÷åíèÿ âå-
ëè÷èí ïîëåçíîñòè äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé îäíîãî êðèòåðèÿ. Òàêîé
ïîäõîä íå ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííûì, ïîñêîëüêó àääèòèâíîñòü
ôóíêöèè ïîëåçíîñòè åùå íå îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ êàêîãî-
ëèáî êîíêðåòíîãî âèäà (8.1). Àääèòèâíîñòü îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèÿ êàêèõ-
òî çàðàíåå íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé êðèòåðèåâ, íî òåîðèÿ íå îòâå÷àåò íà âî-
ïðîñ, êàêèå ôóíêöèè íàäî èñïîëüçîâàòü.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü ïðåäïî÷òåíèå çàäàåòñÿ ôóíêöèåé U(y) =√
y1y2, y1, y2 > 0. ßñíî, ÷òî ýòî ïðåäïî÷òåíèå àääèòèâíî. Ïðè ïðèìåíå-

íèè îïèñàííîãî ïîäõîäà ËÏÐ, áûòü ìîæåò, è íàðèñóåò îäíîêðèòåðèàëüíûå
ôóíêöèè ïîëåçíîñòè U1(y1) =

√
y1 è U2(y2) =

√
y2, íî, ïîëîæèâ â ñâÿçè ñ

îäèíàêîâîé âàæíîñòüþ êðèòåðèåâ c1 = c2 = 1, ïîëó÷èò ôóíêöèþ Û(y) =√
y1 +

√
y2, êîòîðàÿ íå ñîâïàäàåò ñ íàñòîÿùåé ôóíêöèåé U(y) =

√
y1y2.

Íàäî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî îïèñàííûé ïîäõîä ïðèâëåêàòåëåí äëÿ ìíîãèõ â
ñâÿçè ñ åãî ïðîñòîòîé è ìíèìîé áëèçîñòüþ ê òàêèì òåîðåòè÷åñêèì ïîíÿòè-
ÿì êàê àääèòèâíîñòü ïðåäïî÷òåíèÿ. Âñå æå, òàêîé ïîäõîä òåîðåòè÷åñêè íå
îáîñíîâàí è ÿâëÿåòñÿ ýâðèñòè÷åñêèì.

Äàëåå îïèøåì íåêîòîðûå äðóãèå ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ïðà-
âèë âûáîðà, îñíîâàííûå ñêîðåå íå íà àáñòðàêòíûõ, à ïðàêòè÷åñêèõ ñîîáðà-
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æåíèÿõ.

8.4. Ñîâðåìåííûå ýâðèñòè÷åñêèå ïîäõîäû

Öåëåâîé ïîäõîä

Öåëåâîé ïîäõîä îñíîâàí íà òîì, ÷òî ëèöî, ïðèíèìàþùåå ðåøåíèå, äîëæ-
íî íàçíà÷èòü öåëü � íåêîòîðóþ (îáû÷íî íåäîñòèæèìóþ) êðèòåðèàëüíóþ
òî÷êó ŷ, îòðàæàþùóþ åãî æåëàíèÿ. Â çàäà÷àõ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé ìàêñè-
ìèçàöèè, ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè, òðåáîâàíèÿì ËÏÐ óäîâëåòâîðÿåò êîíóñ
òî÷åê Z = {z ∈ Rm|z > ŷ}. Â êà÷åñòâå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè èñïîëüçóåòñÿ
ôóíêöèÿ U(y) = −ρ(y, Z), ãäå ρ(y, Z) � îòêëîíåíèå êðèòåðèàëüíîãî âåêòîðà
y îò Z. Ðåøàþùåå ïðàâèëî ñîñòîèò â âûáîðå äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ, ìèíè-
ìèçèðóþùåãî ρ(y, Z) íà ìíîæåñòâå Y = ϕ(X). Òî÷íåå ãîâîðÿ, íàõîäèòñÿ
òàêîå ðåøåíèå, ïîñëåäñòâèÿ êîòîðîãî íàèáîëåå áëèçêè ê êîíóñó òî÷åê, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ òðåáîâàíèÿì ËÏÐ. Áëèçîñòü ïðè ýòîì ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå
èñïîëüçóåìîãî ïîíÿòèÿ îòêëîíåíèÿ îò êîíóñà ρ(y, Z).

Äîñòîèíñòâîì ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ åãî ïðîñòîòà: îò ËÏÐ òðåáóåòñÿ ëèøü
îäèí ðàç âûðàçèòü ñâîè ïðåäïî÷òåíèÿ � óêàçàòü öåëü ŷ. Äàëåå ðåøåíèå
íàõîäèòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïîñëåäñòâèÿ íàéäåííîãî
ðåøåíèÿ äàëåêè îò öåëè (÷àñòî äåëî îáñòîèò èìåííî òàê â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî
ËÏÐ èç-çà îòñóòñòâèÿ ïîääåðæêè â ïðîöåññå íàçíà÷åíèÿ öåëè óêàçûâàåò
åå áåç çíàíèÿ ðåàëüíûõ âîçìîæíîñòåé), ýòî ìîæåò âûçâàòü íåäîâîëüñòâî ó
ËÏÐ. Êðîìå òîãî, åñëè öåëåâàÿ òî÷êà ñèëüíî îòêëîíÿåòñÿ îò ñîâîêóïíîñòè
äîñòèæèìûõ êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ Y , òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå áîëüøå
çàâèñèò îò òîãî, êàêàÿ ôóíêöèÿ ρ(y, Z) èñïîëüçóåòñÿ, ÷åì îò ñàìîé öåëè.
Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ËÏÐ îáû÷íî íå ó÷àñòâóåò â âûáîðå ýòîé ôóíêöèè (ýòà
çàäà÷à ñëèøêîì ñëîæíà äëÿ ÷åëîâåêà, íå èìåþùåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðà-
çîâàíèÿ), òî â òàêîì ñëó÷àå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ
ýêñïåðòîì, âûáðàâøåì òó èëè èíóþ ôóíêöèþ.

Áëàãîäàðÿ ñâîåé ïðîñòîòå öåëåâîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ðàñïðî-
ñòðàíåííûì ìåòîäîì ÌÊÎ. Äëÿ ïîâûøåíèÿ îáîñíîâàííîñòè âûáîðà öåëå-
âîé òî÷êè ŷ ïîëåçíî ïðîèíôîðìèðîâàòü ËÏÐ îá èäåàëüíîé òî÷êå y∗.

Îá èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíûõ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè

Çà÷àñòóþ èññëåäîâàòåëè âìåñòî ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòåé áåçðàçëè÷èÿ
ñëîæíûõ íåëèíåéíûõ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè (èëè ñàìèõ òàêèõ ôóíêöèé) ïû-
òàþòñÿ îãðàíè÷èòüñÿ â êà÷åñòâå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ïðîñòîé ëèíåéíîé
ñâåðòêîé êðèòåðèåâ U(y) =

∑
i

ciyi, êîýôôèöèåíòû ci êîòîðîé (âåñà èëè âàæ-

íîñòè êðèòåðèåâ) äîëæåí óêàçàòü ËÏÐ. Ýòà ôóíêöèÿ èìååò ñóùåñòâåííûå
íåäîñòàòêè. Ïðåæäå âñåãî, íåïîíÿòíî, ïî÷åìó ïðåäïî÷òåíèÿ ËÏÐ äîëæíû
âûðàæàòüñÿ â òàêîé ïðîñòîé ôîðìå. Ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, ðàññìàòðèâàå-
ìûå â òåîðèè ìíîãîêðèòåðèàëüíîé ïîëåçíîñòè, îáû÷íî âîãíóòû, è ýòî îò-
ðàæàåò ñóùåñòâî äåëà � âåñà, îòðàæàþùèå âàæíîñòü êðèòåðèåâ, äîëæíû

62



çàâèñåòü îò çíà÷åíèé ñàìèõ êðèòåðèåâ. Ïðè íåäîñòàòî÷íîé âåëè÷èíå îäíîãî
èç êðèòåðèåâ åãî âàæíîñòü äîëæíà áûòü âåëèêà, à ïîëåçíîñòü òàêîãî íåñáà-
ëàíñèðîâàííîãî íàáîðà íå ìîæåò áûòü áîëüøîé. Ñêàæåì, íåäîñòàòî÷íóþ
ñêîðîñòü ñàìîëåòà íåëüçÿ êîìïåíñèðîâàòü åãî îòëè÷íîé ìàíåâðåííîñòüþ. Â
ëèíåéíîé æå ôóíêöèè ìàëîå çíà÷åíèå îäíîãî êðèòåðèÿ âñåãäà ìîæíî êîì-
ïåíñèðîâàòü èçáûòî÷íûì çíà÷åíèåì äðóãîãî.

Äàëåå, êàê áûëî ïîêàçàíî â ãëàâå, ïîñâÿùåííîé òåîðèè ÌÊÎ, ëèíåéíûå
ôóíêöèè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî äëÿ ýôôåêòèâíî-âûïóêëûõ çàäà÷, â
ïðîòèâíîì æå ñëó÷àå ÷àñòü íåäîìèíèðóåìûõ òî÷åê íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
íà îñíîâå ìàêñèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè. Èç-çà ýòîãî íåêîòîðûå íåäîìè-
íèðóåìûå êðèòåðèàëüíûå òî÷êè, áûòü ìîæåò, íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûå
äëÿ ËÏÐ, îñòàþòñÿ çà ðàìêàìè àíàëèçà.

Ðàññìîòðèì î÷åíü ïðîñòîé ïðèìåð. Àáèòóðèåíò îñóùåñòâëÿåò âûáîð îä-
íîãî èç òðåõ óíèâåðñèòåòîâ, ðóêîâîäñòâóÿñü äâóìÿ êðèòåðèÿìè � óðîâíåì
ïðåïîäàâàíèÿ è óñëîâèÿìè äëÿ çàíÿòèé ñïîðòîì. Ïóñòü äëÿ ïåðâîãî óíè-
âåðñèòåòà (À1) çíà÷åíèå ïåðâîãî êðèòåðèÿ y1 ðàâíî 10, âòîðîãî êðèòåðèÿ
y2 ðàâíî 1, äëÿ âòîðîãî óíèâåðñèòåòà (À2) � y1 = 5 è y2 = 5, äëÿ òðåòüåãî
óíèâåðñèòåòà (À3) � y1 = 1 è y2 = 10. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé óíèâåðñèòåò
õàðàêòåðèçóåòñÿ îòëè÷íûì óðîâíåì ïðåïîäàâàíèÿ, íî èìååò ïëîõèå óñëîâèÿ
äëÿ çàíÿòèÿ ñïîðòîì, âòîðîé óíèâåðñèòåò èìååò âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëü-
íîå êà÷åñòâî ïðåïîäàâàíèÿ è óäîâëåòâîðèòåëüíûå óñëîâèÿ çàíÿòèÿ ñïîð-
òîì, òðåòèé óíèâåðñèòåò � íåóäîâëåòâîðèòåëüíîå êà÷åñòâî ïðåïîäàâàíèÿ,
íî îòëè÷íûå óñëîâèÿ çàíÿòèÿ ñïîðòîì. Íà ðèñ. 8.3 â ïëîñêîñòè êðèòåðèåâ
èçîáðàæåíû êðèòåðèàëüíûå òî÷êè A1, A2 è A3, ñîîòâåòñòâóþùèå óíèâåð-
ñèòåòàì A1, A2 è A3. Ðåøèòü çàäà÷ó � âûáðàòü îäíó èç òî÷åê A1, A2 è
A3.

�¨á. 8.3.

Ñîåäèíèì òî÷êè A1, A3 îòðåçêîì ïðÿìîé. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè ïîëåçíî-
ñòè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ëèíåéíûå ñâåðòêè êðèòåðèåâ U(y) = c1y1 + c2y2

ñ ðàçëè÷íûìè ïîëîæèòåëüíûìè âåñàìè c1, c2. Ïîñêîëüêó ëèíèè óðîâíÿ ëè-
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íåéíîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðÿìûå, à òî÷êà A2 ëåæèò
íèæå îòðåçêà A1, A3, ïðè ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ âåñàõ c1, c2 ðåøåíèåì çà-
äà÷è ìîãóò áûòü òîëüêî òî÷êè A1 è A3. Òàêèì îáðàçîì, óíèâåðñèòåò A2,
õàðàêòåðèçóþùèéñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì íàáîðîì óñëîâèé, íå áóäåò ïîëó÷åí
àáèòóðèåíòîì äëÿ âíèìàòåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ, à âåäü èìåííî îí ìîã îêà-
çàòüñÿ íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì.

Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòî òðåáóåòñÿ íàçíà÷èòü âåñà â ñëó÷àå áëèçêèõ êðèòåðè-
àëüíûõ òî÷åê. Â òàêîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè
âïîëíå ðàçóìíî � âåñà ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóþò ãðàäèåíòó íåëè-
íåéíîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, êîòîðûé ìåíÿåòñÿ ìàëî ïðè ìàëîì èçìåíåíèè
òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå êðèòåðèåâ.

Ìåòîä àíàëèçà èåðàðõèé

Ìåòîä àíàëèçà èåðàðõèé (Analytic Hierarchical Process, AHP) áàçèðóåò-
ñÿ íà ëèíåéíîé ñâåðòêå êðèòåðèåâ. Ýòîò ïîïóëÿðíûé ìåòîä áûë ïðåäëî-
æåí èçâåñòíûì àìåðèêàíñêèì ó÷åíûì Ò. Ñààòè äëÿ àíàëèçà ïîëèòè÷åñêèõ
ñèòóàöèé, â êîòîðûõ íåâîçìîæíî èñïîëüçîâàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå
ïðîáëåì âûáîðà ðåøåíèÿ2). Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ìåòîä AHP ñòàë øèðîêî
èñïîëüçîâàòüñÿ è â çàäà÷àõ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè, êðàòêî ðàñ-
ñìîòðèì åãî îñíîâíûå èäåè.

Ìåòîä àíàëèçà èåðàðõèé îñíîâàí íà ìîäèôèêàöèè ïðîöåäóðû íàçíà÷å-
íèÿ âåñîâ. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà. Õîòÿ ìåòîä
AHP ïðèìåíèì è ïðè áåñêîíå÷íîì ÷èñëå âàðèàíòîâ, ìû îãðàíè÷èìñÿ åãî
ïðèìåíåíèåì â ñëó÷àå âûáîðà îäíîãî èç êîíå÷íîãî ÷èñëàN àëüòåðíàòèâíûõ
âàðèàíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì èç m êðèòåðèåâ
y1, y2, . . . , ym. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ äëÿ êàæäîãî èç âà-
ðèàíòîâ èçâåñòíû çàðàíåå. Õîòÿ ýòè âåëè÷èíû â ìåòîäå AHP òàêæå ìîãóò
áûòü îöåíåíû (è îáû÷íî îöåíèâàþòñÿ â ñëó÷àå ïîëèòè÷åñêèõ èëè ñîöèàëü-
íûõ ïðîáëåì) ñ ïîìîùüþ òîãî æå ìåòîäà, çäåñü äëÿ óïðîùåíèÿ îïèñàíèÿ
ýòó âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå èñïîëü-
çîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ ðàñ÷åòà çíà÷åíèé êðèòåðèåâ ýòè çíà-
÷åíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü çàäàííûìè, ïîñêîëüêó â ñâÿçè ñ êîíå÷íîñòüþ ÷èñëà
âàðèàíòîâ äëÿ èõ ðàñ÷åòà òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè îãðàíè÷åííûé îáúåì âû÷èñ-
ëåíèé.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðåäïî÷òåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ëèíåéíîì âèäå,

ò.å. U(y) =
m∑
i=1

Wiyi, òàê ÷òî çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü âåñà3)

êðèòåðèåâW = (W1,W2, . . . ,Wm). Ïî ìíåíèþ Ò. Ñààòè, îñíîâíàÿ ïðîáëåìà
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ÷åëîâåêó òðóäíî íàçíà÷èòü âåñà íåïîñðåäñòâåííî,
ïîýòîìó îí ïðåäëàãàåò ïîëó÷àòü îò ËÏÐ íå ñàìè çíà÷åíèÿ âåñîâ, à ïîêà-
çàòåëè îòíîñèòåëüíîé âàæíîñòè êðèòåðèåâ aij , i, j = 1, . . . ,m. Çíà÷åíèÿ
aij äîëæíû âûáèðàòüñÿ èç íåêîòîðîé øêàëû, íàïðèìåð, {1, 2 . . . , 9}, ïðè÷åì

2)Ò. Ñààòè Ïðèíÿòèå ðåøåíèé. Ìåòîä àíàëèçà èåðàðõèé. Ì.: Ðàäèî è ñâÿçü, 1993.
3)âìåñòî ïðèâû÷íûõ c1, . . . , cm çäåñü ñîõðàíÿþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ Ò. Ñààòè, ò.å. èñïîëü-

çóþòñÿ W1, . . . ,Wm.
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÷èñëî 9 îçíà÷àåò, ÷òî êðèòåðèé i ìíîãî âàæíåå êðèòåðèÿ j, à ÷èñëî 1 � ÷òî
êðèòåðèè ïðèìåðíî ýêâèâàëåíòíû ïî âàæíîñòè. Àâòîìàòè÷åñêè ïîëàãàåòñÿ
aji = 1/aij è aii = 1. Êàê íå òðóäíî çàìåòèòü, îò ÷åëîâåêà òðåáóåòñÿ äàòü
m(m−1)/2 îòâåòîâ íà âîïðîñû î âåëè÷èíàõ aij , i < j. Íà îñíîâå åãî îòâåòîâ
â ìåòîäå îöåíèâàþòñÿ m âåëè÷èí Wi, i = 1, . . . ,m. Ìàòðèöà A = ‖aij‖m×m
ñîäåðæèò èçáûòî÷íóþ èíôîðìàöèþ, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â ìåòîäå äëÿ
êîíòðîëÿ ëîãè÷íîñòè îòâåòîâ ËÏÐ î âåëè÷èíàõ aij .

Ðàñ÷åò âåëè÷èí Wi, i = 1, . . . ,m è ïðîâåðêà ëîãè÷íîñòè îñóùåñòâëÿþòñÿ
íà îñíîâå ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ íåïðîòèâîðå÷èâûõ îòâåòîâ ËÏÐ. Íåïðîòèâîðå-
÷èâûì ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà âåëè÷èí aij , äëÿ êîòîðîé íàéäåòñÿ íåêîòî-
ðûé íàáîð âåñîâ Wi, i = 1, . . . ,m, êîòîðîìó îíà ñîîòâåòñòâóåò, ò.å.

aij =
Wi

Wj
, i, j = 1, . . . ,m. (8.2)

Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî íàáîð âåñîâ Wi, i = 1, . . . ,m, îòðà-
æàåò èíòåðåñû ËÏÐ. Ïðè âûïîëíåíèè (8.2) ìàòðèöó âåëè÷èí aij îáîçíà÷èì
÷åðåç A0, ò.å.

A0 = ‖Wi

Wj
‖m×m.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ýòî òàê, òî ìàòðèöà A0, óäîâëåòâîðÿåò ñîîò-
íîøåíèþ A0W = mW . Òàêèì îáðàçîì, W � ñîáñòâåííûé âåêòîð, à λ1 = m
� ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A0. Ïðè ýòîì ñòðîêè ìàòðèöû A0 ïðîïîðöè-
îíàëüíû, òàê ÷òî åå ðàíã ðàâåí 1. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå A0v = 0
èìååò m−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, òàê ÷òî îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå
÷èñëà ìàòðèöû A0 ðàâíû íóëþ.

Âåðíåìñÿ ê ðåàëüíîé ñèòóàöèè. Îáû÷íî ËÏÐ äàåò ïðîòèâîðå÷èâûå îò-
âåòû, ò.å. ñòðîêè ìàòðèöû A = ‖aij‖m×m íå ïðîïîðöèîíàëüíû, ïîýòîìó åå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A0. Â
ìåòîäå AHP ìàòðèöà A ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåêîòîðîå âîçìóùåíèå ìàòðè-
öû A0, ïîýòîìó îæèäàåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A áóäóò âñå æå
áëèçêè ê ñîáñòâåííûì ÷èñëàì ìàòðèöû A0. Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ, ìàòðè-
öà A ïîëîæèòåëüíà, òî ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà [1] ó íåå ñóùåñòâóåò
ìàêñèìàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî λmax > 0 è ïîëîæèòåëü-
íûé ñîáñòâåííûé âåêòîð W . Ñîáñòâåííîå ÷èñëî λmax ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
âîçìóùåíèå ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ1 = m íåâîçìóùåííîé ìàòðèöû A0. Â ñâÿ-
çè ýòèì ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó
÷èñëó λmax, èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè èñêîìîãî íàáîð âåñîâ,
îòðàæàþùèõ èíòåðåñû ËÏÐ.

Âåëè÷èíà ∆ =
λmax −m
m− 1

èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè îò-

êëîíåíèÿ ìàòðèöû A îò íåâîçìóùåííîé ìàòðèöû A0, ò.å. îíà ÿâëÿåòñÿ îöåí-
êîé íåïîñëåäîâàòåëüíîñòè ËÏÐ. Åñëè âåëè÷èíà ∆ äîñòàòî÷íî ìàëà (ñêà-
æåì, ïî ñðàâíåíèþ ñ ýòîé âåëè÷èíîé äëÿ ñëó÷àéíîé ìàòðèöû ðàçìåðàm×m,
óäîâëåòâîðÿþùåé aji = 1/aij), òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû óäîâëåòâîðèòåëü-
íû, à óêàçàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â
êà÷åñòâå âåêòîðà âåñîâ.
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Êðîìå íåäîñòàòêîâ, ñâîéñòâåííûõ âñåì ìåòîäàì, îñíîâàííûì íà ëèíåé-
íîé ñâåðòêå êðèòåðèåâ, ìåòîä AHP èìååò è ñïåöèôè÷åñêèå íåäîñòàòêè. Â
÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíîãî íåýôôåêòèâíîãî
âàðèàíòà ìîæåò ïðèâåñòè ê òàêîìó èçìåíåíèþ âåñîâ, ÷òî ýòî ïðèâåäåò ê
èçìåíåíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïîýòîìó ìåòîä AHP ÿâëÿåòñÿ ýâðèñòè÷åñêèì,
è åãî íàäî èñïîëüçîâàòü åãî ñ áîëüøîé îñòîðîæíîñòüþ.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ìåòîä AHP ïîëó÷èë øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå,
óñòóïàÿ òîëüêî öåëåâîìó ïîäõîäó, áëàãîäàðÿ ñâîåé ïðîñòîòå è ëè÷íûì ñïî-
ñîáíîñòÿì àâòîðà, åãî óìåíèþ îðãàíèçîâàòü ðåêëàìó ìåòîäà. Ò. Ñààòè óäà-
ëîñü âíåäðèòü ìåòîä ñðåäè ëèö, êîòîðûå äî ýòîãî íå èìåëè ïðåäñòàâëåíèÿ
î ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ ìåòîäàõ ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé è ïîëàãà-
ëèñü èñêëþ÷èòåëüíî íà ýêñïåðòîâ è ñîáñòâåííóþ èíòóèöèþ. Ñóùåñòâåííûì
ôàêòîðîì äëÿ òàêèõ ëèö ÿâëÿåòñÿ òî, ìåòîä AHP íå òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìû òðåáóåòñÿ çíàíèÿ è óìåíèÿ,
îòñóòñòâóþùèå ó íèõ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû óñòðàíèòü íåäîñòàòêè, âîçíèêàþùèå èç-çà èñïîëüçîâà-
íèÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, áûëî ïðåäëîæåíî ðàññìîòðåòü ôóíê-

öèþ ïîëåçíîñòè âèäà U(y) =

m∑
i=1

WiUi(yi), ò.å. ñíà÷àëà äëÿ êàæäîãî êðèòå-

ðèÿ ïîñòðîèòü îäíîêðèòåðèàëüíóþ ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè Ui, à çàòåì ñ ïîìî-
ùüþ ìåòîäà AHP íàéòè âåñà êðèòåðèåâ. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò óñòðàíèòü
íåäîñòàòêè, õàðàêòåðíûå äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè, íî âñå æå
îñòàåòñÿ ýâðèñòè÷åñêèì ïîäõîäîì, íå ãàðàíòèðóþùèì ïðàâèëüíîñòü ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ïðåäïî÷òåíèé (ñì. ïðèìåð â ï. 8.2).

Îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåå âðåìÿ áûëè ðàçðàáîòàíû áîëåå ñëîæíûå âà-
ðèàíòû ìåòîäà àíàëèçà èåðàðõèé, îäíàêî, îíè ëåæàò çà ïðåäåëàìè íàøåãî
êóðñà.
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Ãëàâà9. Ìåòîä ELECTRE

Ìåòîä ELECTRE ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïåðâûõ ìåòîäîâ ìíîãîêðèòåðèàëü-
íîé êëàññèôèêàöèè àëüòåðíàòèâ (outranking). Îí áûë ïðåäëîæåí èçâåñò-
íûì ôðàíöóçñêèì ó÷åíûì Á. Ðóà â 70-å ãîäû XX âåêà è ïîðîäèë öåëîå
íàïðàâëåíèå â îáëàñòè ìåòîäîâ ïîääåðæêè âûáîðà èç êîíå÷íîãî ÷èñëà àëü-
òåðíàòèâ ïðè íåñêîëüêèõ êðèòåðèÿõ. Â ìåòîäå ELECTRE âìåñòî ôóíêöèè
ïîëåçíîñòè ñòðîèòñÿ ïðàâèëî â âèäå áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ, êîòîðîå ïîçâîëÿ-
åò âûäåëèòü ïîäìíîæåñòâî àëüòåðíàòèâ èç èñõîäíîé ñîâîêóïíîñòè. Àëüòåð-
íàòèâû çàäàíû çíà÷åíèÿìè ñâîèõ ïîêàçàòåëåé (êðèòåðèåâ âûáîðà), êîòîðûå
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûìè ïóòÿìè, â òîì ÷èñëå è ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì N àëüòåðíàòèâ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷å-
íèÿìè m êðèòåðèåâ, ïðè÷åì â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ ìîãóò âûñòóïàòü êàê êî-
ëè÷åñòâåííûå, òàê è êà÷åñòâåííûå ïîêàçàòåëè. Çíà÷åíèå i-ãî êðèòåðèÿ äëÿ
âûáîðà j-é àëüòåðíàòèâû áóäåì îáîçíà÷àòü yji, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , N .

Ïðåæäå âñåãî, â ìåòîäå ELECTRE òðåáóåòñÿ ïåðåéòè îò êîëè÷åñòâåííûõ
ïîêàçàòåëåé ê êà÷åñòâåííûì. Ýòî îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà
êîëè÷åñòâåííûõ çíà÷åíèé íà êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ, êàæäîìó èç êîòîðûõ
ïðèñâàèâàåòñÿ êà÷åñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà. Ïîñëå ýòîãî êàæäûé èç àëü-
òåðíàòèâíûõ âàðèàíòîâ îêàçûâàåòñÿ çàäàí íàáîðàìè èç m êà÷åñòâåííûõ
ïîêàçàòåëåé.

9.1. Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà ELECTRE

Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ýòàïîâ.
1. Íàçíà÷åíèå âåñîâ. Ëèöî, ïðèíèìàþùåå ðåøåíèå, îïðåäåëÿåò âåñà êàæ-
äîãî èç êðèòåðèåâ W1,W2, . . . ,Wm.
2. Ïîñòðîåíèå èíäåêñà ñîãëàñèÿ. Äëÿ êàæäîé ïàðû àëüòåðíàòèâ j è k
ìíîæåñòâî êðèòåðèåâ I = {1, 2, . . . ,m} ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ãðóïïû:

I+
jk = {i ∈ I | yji � yki}, I−jk = {i ∈ I | yji ≺ yki}, I◦jk = {i ∈ I | yji ≈ yki}.

Ìíîæåñòâî I+
jk âêëþ÷àåò òå êðèòåðèè, ïî êîòîðûì j-ÿ àëüòåðíàòèâà ëó÷øå

k-é, ìíîæåñòâî I−jk, ñîñòîèò èç êðèòåðèåâ, ïî êîòîðûì j-ÿ àëüòåðíàòèâà
õóæå k-é, à ìíîæåñòâî I◦jk ñîñòîèò èç òåõ êðèòåðèåâ, ïî êîòîðûì j-ÿ è k-
ÿ àëüòåðíàòèâû ýêâèâàëåíòíû. Èíäåêñ ñîãëàñèÿ ñ òåì, ÷òî àëüòåðíàòèâà j
ëó÷øå àëüòåðíàòèâû k îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

jk =

∑
i∈I+jk

Wi + α
∑
i∈I◦jk

Wi

m∑
i=1

Wi

,

ãäå α � ïàðàìåòð, α ∈ {1, 0.5, 0} (âûáîð ïàðàìåòðà α çàâèñèò îò òîãî, êàêàÿ
ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ðåàëèçóåòñÿ).
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3. Ïîñòðîåíèå èíäåêñà íåñîãëàñèÿ. Äëÿ êàæäîé ïàðû j è k èíäåêñ
íåñîãëàñèÿ ñ òåì, ÷òî àëüòåðíàòèâà j ëó÷øå àëüòåðíàòèâû k, îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

djk =
1

100
max
i

{
èíòåðâàë ïðåâîñõîäñòâà k-é àëüòåðíàòèâû
íàä j-é ïî i-ìó êðèòåðèþ

}
,

ãäå èíòåðâàë ïðåâîñõîäñòâà k-é àëüòåðíàòèâû íàä j-é ïî i-ìó êðèòåðèþ
îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåõîäîâ èç êëàññà â êëàññ, êî-
òîðîå íåîáõîäèìî îñóùåñòâèòü äëÿ òîãî, ÷òîáû j-é âàðèàíò ñòàë ýêâèâàëåí-
òåí k-ìó ïî i-ìó êðèòåðèþ, óìíîæåííîå íà öåíó îäíîãî òàêîãî ïåðåõîäà.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíû djk íå ìîãóò ïðåâîñõîäèòü åäèíèöó.

4. Ïîñòðîåíèå ðåøàþùåãî ïðàâèëà. Íà îñíîâå ÷èñåë p ∈ (0, 1] è
q ∈ [0, 1), îïðåäåëÿåìûõ ËÏÐ, íà ìíîæåñòâå àëüòåðíàòèâ ñòðîèòñÿ ñëåäóþ-
ùåå áèíàðíîå îòíîøåíèå: j-ÿ àëüòåðíàòèâà ïðèçíàåòñÿ ëó÷øå àëüòåðíàòèâû
k, ïðè óñëîâèè òîãî, ÷òî cjk > p è djk 6 q. Ñðàçó ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè
α = 0.5, p = 1 è q = 0 óêàçàííîå áèíàðíîå îòíîøåíèå ñîâïàäàåò ñ áèíàðíûì
îòíîøåíèåì Ñëåéòåðà. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå j-ÿ àëüòåðàíòèâà äî-
ìèíèðóåò k-þ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà cjk = 1 è djk = 0, ò.å. i ∈ I+

jk äëÿ
âñåõ i = 1, . . . ,m. Ïðè p < 1 è q > 0 ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî è äðóãèå ïàðû
àëüòåðíàòèâ ñâÿçàíû ââåäåííûì áèíàðíûì îòíîøåíèåì.

Ïîñëå òîãî, êàê áèíàðíîå îòíîøåíèå ïîñòðîåíî, ëèöó, ïðèíèìàþùåìó
ðåøåíèå, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âçàèìíî íåäîìèíèðóåìûõ àëüòåðíà-
òèâ, íà êîòîðîì ïîñòðîåííîå áèíàðíîå îòíîøåíèå îáëàäàåò ÍÌ-ñâîéñòâîì.
Ýòî ìíîæåñòâî çà÷àñòóþ íàçûâàþò ÿäðîì, íî ÿäðîì ïî ôîí Íåéìàíó-Ìîðãåíøòåðíó
îíî ìîæåò íå ÿâëÿòüñÿ, ïîñêîëüêó ýòî áèíàðíîå îòíîøåíèå íå îáÿçàòåëüíî
òðàíçèòèâíî. Òàê, â òàêîì �ÿäðå� ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü àëüòåðíàòèâû, äî-
ìèíèðóåìûå àëüòåðíàòèâàìè, íå âêëþ÷åííûìè â �ÿäðî�. Äàëåå ËÏÐ âûáè-
ðàåò îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå èç ýòîãî �ÿäðà�.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ELECTRE ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ÷èñëî àíàëèçèðó-
åìûõ âàðèàíòîâ, îáëåã÷àÿ òåì ñàìûì âûáîð ËÏÐ. Ïîêàæåì, êàê ðàáîòàåò
ýòîò ìåòîä, íà ïðèìåðå çàäà÷è î ïîêóïêå àâòîìîáèëÿ.

9.2. Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ELECTRE

Äîïóñòèì, ìû õîòèì êóïèòü àâòîìîáèëü, âûáðàâ îäèí èç ñåìè âàðèàíòîâ
(N = 7). Êàæäûé àâòîìîáèëü áóäåò îöåíèâàòüñÿ ïî ÷åòûðåì ïîêàçàòåëÿì
(m = 4): öåíå, êîìôîðòíîñòè ñàëîíà, ñêîðîñòè è âíåøíåìó âèäó. Öåíà è ñêî-
ðîñòü ÿâëÿþòñÿ êîëè÷åñòâåííûìè êðèòåðèÿìè, ïîýòîìó ðàçîáüåì îáëàñòü
èõ çíà÷åíèé íà êëàññû, ïðèñâîèâ êàæäîìó êëàññó ñâîé èäåíòèôèêàòîð è
ïåðåéäÿ òåì ñàìûì ê êà÷åñòâåííûì ïîêàçàòåëÿì.

Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ïðåäñòàâëåíû
â òàáëèöå 1, à â òàáëèöå 2 ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ïåðå÷èñëåíû
çíà÷åíèÿ ýòèõ êðèòåðèåâ äëÿ êàæäîãî èç ñåìè àâòîìîáèëåé (â òàáëèöå 2
ïðåäñòàâëåíà ìàòðèöà ‖yji‖N×m).
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Òàáëèöà 1

Ïîêàçàòåëè Çíà÷åíèÿ Êîä

1 öåíà 6 27000 25

28000 - 32000 30

33000 - 37000 35

38000 - 42000 40

43000 - 47000 45

2 êîìôîðòíîñòü âûñîêàÿ H

ñðåäíÿÿ M

íèçêàÿ L

3 ñêîðîñòü áûñòðàÿ F

ìåäëåííàÿ S

4 âíåøíèé âèä êðàñèâûé B

ïðèåìëèìûé A

Òàáëèöà 2

1 2 3 4

1 45 H F B

2 40 H S B

3 40 M F B

4 35 M F A

5 35 M S B

6 35 L F B

7 25 L S A
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Òåïåðü ïðèìåíèì îïèñàííûé ìåòîä.

1. Âûáåðåì ñëåäóþùèå âåñà: W1 = 5, W2 = 3, W3 = 1, W4 = 1.

2. Ñ÷èòàÿ, ÷òî α = 0.5, âû÷èñëèì èíäåêñû ñîãëàñèÿ äëÿ êàæäîé ïà-
ðû âàðèàíòîâ âûáîðà àâòîìîáèëåé. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà àâòîìîáèëè 1 è 2.
Àâòîìîáèëü 1 ëó÷øå àâòîìîáèëÿ 2 ïî òðåòüåìó ïîêàçàòåëþ (ïî ñêîðîñòè),
è ñîâïàäàåò ñ íèì ïî âòîðîìó è ÷åòâåðòîìó (ïî êîìôîðòíîñòè è ïî êà÷å-
ñòâó âíåøíåãî âèäà), ïîýòîìó I+

jk = {3}, I−jk = {1}, I◦jk = {2, 4}. Ñîãëàñíî
çàäàííûì âåñàì

12 =
W3 + 0.5(W2 +W4)

W1 +W2 +W3 +W4
=

1 + 0.5(3 + 1)

10
= 0.3.

Àíàëîãè÷íî

21 =
W1 + 0.5(W2 +W4)

W1 +W2 +W3 +W4
=

5 + 2

10
= 0.7.

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ïðè α = 0.5 ñóììà ñèììåòðè÷íûõ èíäåêñîâ ñîãëà-
ñèÿ ðàâíà åäèíèöå. Ñðàâíèâàÿ âñå îñòàëüíûå àâòîìîáèëè ïîïàðíî, ïîëó÷èì
ìàòðèöó ñîãëàñèÿ

C =
1

10



− 3 4 4.5 4.5 4 5
7 − 6 4 4 3.5 4.5
6 4 − 3 3 4 5
5.5 6 7 − 5 6 4
5.5 6 7 5 − 7 4.5
6 6.5 6 4 3 − 3.5
5 5.5 5 6 5.5 6.5 −

 .

3. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíäåêñîâ íåñîãëàñèÿ íåîáõîäèìî çàäàòü öåíó ïåðå-
õîäà çíà÷åíèÿ â ñîñåäíèé êëàññ ïî êàæäîìó èç êðèòåðèåâ. Â íàøåì ïðèìåðå
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîíèæåíèå öåíû àâòîìîáèëÿ íà îäèí óðîâåíü îöåíèâà-
åòñÿ â 20 áàëëîâ, óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè � â 25 áàëëîâ, ïîâûøåíèå óäîáñòâà
ñàëîíà è êà÷åñòâà âíåøíåãî âèäà � ïî 20 áàëëîâ. Âû÷èñëèì èíäåêñ íåñîãëà-
ñèÿ äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî âàðèàíòà âûáîðà àâòîìîáèëÿ. Ïåðâûé àâòîìî-
áèëü õóæå âòîðîãî òîëüêî ïî öåíå, ïðè÷åì èõ ðàçäåëÿåò ëèøü îäèí ïåðåõîä,
êîòîðûé îöåíèâàåòñÿ â 20 áàëëîâ, ïîýòîìó d12 = 0.2. Íàéäåì òåïåðü d21. Òàê
êàê àâòîìîáèëü 1 ïðåâîñõîäèò àâòîìîáèëü 2 ïî ñêîðîñòè, ïðè÷åì íà îäèí
êëàññ, è öåíà ïåðåõîäà ñîñòàâëÿåò 25 áàëëîâ, òî d21 = 0.25. Ðàññ÷èòàâ âñå
îñòàëüíûå èíäåêñû íåñîãëàñèÿ, ïîëó÷èì ìàòðèöó íåñîãëàñèÿ

D =
1

10



− 2 2 4 4 4 8
2.5 − 2.5 2 4 4 6
2 2.5 − 2 2.5 2 6
2 2.5 2 − 2.5 2 4
2.5 2 2.5 2.5 − 2.5 4
4 4 2 2 2.5 − 4
4 4 2.5 2.5 2 2.5 −


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4. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøàþùåãî ïðàâèëà âûáåðåì p = 0.6, q = 0.2 è îïðå-
äåëèì, ìåæäó êàêèìè âàðèàíòàìè àâòîìîáèëåé ñóùåñòâóåò äîìèíèðîâàíèå.
Äëÿ âàðèàíòà 1 â 1-é ñòðîêå ìàòðèöû íåñîãëàñèÿ D èùåì ýëåìåíòû, íå ïðå-
âîñõîäÿùèå 0.2. Òàêèõ ýëåìåíòîâ äâà, îíè ñîîòâåòñòâóþò àâòîìîáèëÿì 2 è
3. Îäíàêî èíäåêñû ñîãëàñèÿ ñ òåì, ÷òî ïåðâûé àâòîìîáèëü ëó÷øå âòîðîãî
è òðåòüåãî, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, c12 = 0.3 è c13 = 0.4. Ýòè ÷èñëà ìåíüøå
0.6, ïîýòîìó ïåðâûé àâòîìîáèëü íå äîìèíèðóåò íèêàêîé äðóãîé àâòîìîáèëü.
Òî æå ñàìîå ïîëó÷àåòñÿ è äëÿ âòîðîãî àâòîìîáèëÿ.

Òðåòüÿ ñòðîêà ìàòðèöûD ñîäåðæèò òðè ýëåìåíòà, ðàâíûõ 0.2 � ïåðâûé,
÷åòâåðòûé è øåñòîé. Ñðåäè ÷èñåë, ñòîÿùèõ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîçèöèÿõ â
òðåòüåé ñòðîêå ìàòðèöû C, åñòü îäíî, íå ìåíüøåå 0.6 � ýòî ïåðâûé ýëåìåíò.
Ñëåäîâàòåëüíî, òðåòèé àâòîìîáèëü äîìèíèðóåò ïåðâûé.

Ïîñòóïàÿ äàëüøå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, íàõîäèì âñå îñòàëüíûå ïàðû,
ñâÿçàííûå îòíîøåíèåì äîìèíèðîâàíèÿ. Íà ðèñ. 9.1 à òàêèå ïàðû ñîåäèíåíû
ñòðåëêàìè: ñòðåëêà èäåò îò ëó÷øåãî âàðèàíòà ê õóäøåìó. Êàê âèäíî, ïî-
ñòðîåííîå áèíàðíîå îòíîøåíèå íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì òðàíçèòèâíîñòè. Òàê,
÷åòâåðòûé àâòîìîáèëü äîìèíèðóåò òðåòèé, òðåòèé äîìèíèðóåò ïåðâûé, íî
÷åòâåðòûé íå äîìèíèðóåò ïåðâûé, òàê ÷òî íàäî áûòü îñòîðîæíûì ïðè ïî-
ñòðîåíèè �ÿäðà�. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà â ñëó÷àå p = 0.6, q = 0.2 â ìíîæåñòâî
âçàèìíî íåäîìèíèðóåìûõ àëüòåðíàòèâ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ âîéäóò íåäî-
ìèíèðóåìûå àâòîìîáèëè 4, 5, 7, à òàêæå àâòîìîáèëü 1, êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ
â �ÿäðî� äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîõðàíÿëîñü ÍÌ-ñâîéñòâî.

Íàéäåì ìíîæåñòâî âçàèìíî íåäîìèíèðóåìûõ àëüòåðíàòèâ áèíàðíîãî îò-
íîøåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ p è q. Â
ñëó÷àå, êîãäà p = 1, q = 0, �ÿäðî� áóäóò ñîñòàâëÿòü âñå ñåìü âàðèàíòîâ
àâòîìîáèëåé. Áóäåì òåïåðü ïîñòåïåííî óìåíüøàòü p è óâåëè÷èâàòü q. Ïðè
p = 0.9, q = 0.1 �ÿäðî� îïÿòü áóäóò ñîñòàâëÿòü âñå ñåìü àâòîìîáèëåé. Òà æå
ñàìàÿ ñèòóàöèÿ áóäåò è ïðè p = 0.8, q = 0.2. Åñëè âçÿòü p = 0.7 è q = 0.2, òî
÷åòâåðòûé àâòîìîáèëü äîìèíèðóåò òðåòèé, è, ñëåäîâàòåëüíî, â �ÿäðî� âîé-
äóò âñå âàðèàíòû, êðîìå òðåòüåãî. Â ñëó÷àå, êîãäà p = 0.6, q = 0.2, �ÿäðî�
áóäóò ñîñòàâëÿòü àâòîìîáèëè 1, 4, 5, 7. Åñëè æå p = 0.6, q = 0.25, òî âîçíè-
êàþùèå â ýòîì ñëó÷àå îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 9.1
á, ïðè÷åì �ÿäðî� ñîñòîèò èç àâòîìîáèëåé 1, 5 ,7.
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�¨á. 9.1.

Î÷åíü èíòåðåñíà ñèòóàöèÿ, êîãäà p = 0.5, q = 0.25. Äëÿ àâòîìîáè-
ëåé 5 è 4 èíäåêñû ñîãëàñèÿ è íåñîãëàñèÿ èìåþò çíà÷åíèÿ c54 = 0.5 > p,
d54 = 0.25 6 q, ò.å. àâòîìîáèëü 5 äîìèíèðóåò àâòîìîáèëü 4, íî â òî æå
âðåìÿ c45 = 0.5 > p è d45 = 0.25 6 q, ò.å. àâòîìîáèëü 4, â ñâîþ î÷åðåäü, äî-
ìèíèðóåò àâòîìîáèëü 5. Òàêèì îáðàçîì, áèíàðíîå îòíîøåíèå íå òîëüêî íå
ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì, íî è ìîæåò ïðèâîäèòü ê öèêëàì äîìèíèðîâàíèÿ,
ïðè÷åì ñîñòîÿùèì âñåãî èç äâóõ âàðèàíòîâ, ÷òî óæå ñîâñåì íåäîïóñòèìî.
Õîðîøî, åñëè âñå ýëåìåíòû öèêëà äîìèíèðóþòñÿ êàêèìè-òî äðóãèìè, íå
âõîäÿùèìè â ýòîò öèêë âàðèàíòàìè, òàê ÷òî åãî ìîæíî ïðîñòî èñêëþ÷èòü
èç ðàññìîòðåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå �ÿäðî� áóäåò ñîñòîÿòü èç àâòîìîáèëåé
2 è 7. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå íåÿñíî, ÷òî äåëàòü, åñëè îáðàçóþùèå öèêë
âàðèàíòû ÿâëÿþòñÿ íåäîìèíèðóåìûìè. ßñíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîäîáíûõ
ñèòóàöèé íå âîçíèêàëî, âåëè÷èíà p äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî âåëèêà.

9.3. Âûâîäû

Ïîäâåäåì èòîãè. Èòàê, îò ËÏÐ â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè ìåòîäà
ELECTRE òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü

1) âåñà êðèòåðèåâ,

2) öåíû ïåðåõîäà èç êëàññà â êëàññ äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíäåêñîâ íåñîãëàñèÿ,

3) ÷èñëà p è q äëÿ ïîñòðîåíèÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ.

Ïðè ýòîì ðåçóëüòàò çàâèñèò îò òîãî, êàêèå p è q áóäóò âûáðàíû. Òàê, åñëè
p áëèçêî ê åäèíèöå, à q ê íóëþ, òî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ELECTRE ìîæíî
èñêëþ÷èòü òîëüêî äîìèíèðóåìûå àëüòåðíàòèâû. Ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ p
è q ïîÿâëÿþòñÿ äðóãèå âîçìîæíîñòè äîìèíèðîâàíèÿ è ìîãóò âîçíèêíóòü
ñèòóàöèè, êîãäà äîìèíèðóåìàÿ àëüòåðíàòèâà ïîïàäàåò â �ÿäðî�.

Òàê êàê ËÏÐ äîâîëüíî ñëîæíî ñðàçó íàçíà÷èòü p è q ðàçóìíûì îáðà-
çîì, òî áûë ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé ïîäõîä. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé
âûáèðàþòñÿ p = 1 è q = 0, çàòåì îíè ïîñòåïåííî ìåíÿþòñÿ. Ïðè ýòîì ËÏÐ
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ïîëó÷àåò èíôîðìàöèþ î òîì, êàêèå àëüòåðíàòèâû ïîïàäàþò â �ÿäðî�, à òàê-
æå äèàãðàììû, èçîáðàæàþùèå îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ ìåæäó àëüòåð-
íàòèâàìè, àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 9.1. Êîãäà èçìåíåíèÿ
ïàðàìåòðîâ íà÷èíàþò ïðèâîäèòü ê ïðîòèâîðå÷èÿì, òî ïðîöåññ îñòàíàâëè-
âàåòñÿ, è ËÏÐ âûáèðàåò íàèáîëåå ïðèåìëåìûé äëÿ ñåáÿ âàðèàíò çíà÷åíèé
p è q èç ðàññìîòðåííûõ ðàíåå. Ìîæíî òàêæå èñêëþ÷àòü ÷àñòü àëüòåðíà-
òèâ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ p è ìàëûõ q, à çàòåì ïðîäîëæàòü àíàëèç ñ
ìåíüøèì p è áîëüøèì q òîëüêî äëÿ òåõ âàðèàíòîâ, êîòîðûå íå áûëè èñ-
êëþ÷åíû íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ. Ðàçðàáîòàíû è áîëåå ñëîæíûå âàðèàíòû
ìåòîäà ELECTRE, êîòîðûå ïîëó÷èëè íàçâàíèå ELECTRE II è ELECTRE
III (ñì. [9]).

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò î÷åíü âàæíîå îòëè÷èå ìåòîäà ELECTRE îò
ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ìåòîäîâ: ðåøàþùåå ïðàâèëî, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ âûáîð ìåæäó èìåþùèìèñÿ àëüòåðíàòèâàìè, íå îïðåäåëÿåòñÿ
çàðàíåå, à ìåíÿåòñÿ ñ ó÷åòîì ìíåíèÿ ËÏÐ. Â ýòîì ïðîöåññå ÷åëîâåê ìåíÿåò
ïàðàìåòðû àëãîðèòìà â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò
ðåøàåìàÿ çàäà÷à è äîáèâàåòñÿ íàèáîëåå ïðèåìëåìîãî äëÿ ñåáÿ ðåçóëüòàòà.
Ýòî ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì èòåðàòèâíûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå ìû
áóäåì èçó÷àòü â äàëüíåéøåì.

73



Ãëàâà10. Îáùåå ïðåäñòàâëåíèå îá èòåðàòèâíûõ
ïðîöåäóðàõ

Èòåðàòèâíûå ÷åëîâåêî-ìàøèííûå ìíîãîêðèòåðèàëüíûå ìåòîäû âîçíèê-
ëè â 60-õ ãîäàõ XX âåêà. Îíè ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àëèñü îò äðóãèõ ìíîãî-
êðèòåðèàëüíûõ ìåòîäîâ òîãî âðåìåíè òåì, ÷òî ÷åëîâåêó áûëî íåîáõîäèìî
âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììîé (ðåøàþùåå ïðàâèëî ìîæíî
ïîñòðîèòü è áåç èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþòåðà). Ìåòîäû òàêîãî òèïà ïîëó÷è-
ëè íàçâàíèå èíòåðàêòèâíûõ, èëè äèàëîãîâûõ, ïðîöåäóð. Ïðèìåíåíèå òàêèõ
ïðîöåäóð ïîêàçàëî, ÷òî èõ îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü ñîñòîèò íå â èíòåðàêòèâ-
íîñòè (ñåé÷àñ âçàèìîäåéñòâèå ñ êîìïüþòåðîì � ïðàâèëî, à íå èñêëþ÷åíèå),
à â èòåðàòèâíîñòè, ò.å. â òîì, ÷òî ýòè ïðîöåäóðû îñíîâàíû íà èòåðàöèÿõ,
â êîòîðûõ ïåðåìåæàþòñÿ äåéñòâèÿ ÷åëîâåêà è ðàáîòà íåêîòîðîé êîìïüþ-
òåðíîé ïðîãðàììû, ðåøàþùåé âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó, îáû÷íî çàäà÷ó îï-
òèìèçàöèè. Èòåðàòèâíàÿ ïðîöåäóðà ñòðîèòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ÷åëîâåê
àíàëèçèðóåò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå êîìïüþòåðîì íà î÷åðåäíîé èòåðàöèè,
è âûñêàçûâàåò ñâîè ïðåäïî÷òåíèÿ, êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ â âèäå ïàðàìåòðîâ
çàäà÷è, ðåøàåìîé íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè.

Èòàê, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à (2.3). Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé òåîðèåé
ÌÊÎ, äëÿ ïîèñêà ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåêîòîðóþ
ñâåðòêó êðèòåðèåâ. Èòåðàòèâíûé ìåòîä â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ËÏÐ (ïðÿìî èëè êîñâåííî) çàäàåò ïàðàìåòðû ñâåðòêè, êîòîðûå ïåðåäàþòñÿ
êîìïüþòåðó äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è îïòèìèçàöèè.

Îïèøåì ýòó ïðîöåäóðó ôîðìàëüíî. Ïóñòü êàêèì-òî îáðàçîì âûáðàíà
ôóíêöèÿ ñâåðòêè ψλ : Rm → R1, çàâèñÿùàÿ îò âåêòîðà ïàðàìåòðîâ λ. Òîãäà
êàæäàÿ èòåðàöèÿ ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ � êîìïüþòåðíîãî è ÷åëîâå÷åñêîãî:

1) Ïðè íåêîòîðîì λ êîìïüþòåð ðåøàåò çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ñâåðòêè, ò.å.
çàäà÷ó ïîèñêà x̃ ∈ X, äëÿ êîòîðîãî ψλ(ϕ(x̃)) = max

x∈X
ψλ(ϕ(x)), à òàêæå,

âîçìîæíî, ðàññ÷èòûâàåò íåêîòîðóþ âñïîìîãàòåëüíóþ èíôîðìàöèþ;

2) ËÏÐ àíàëèçèðóåò ϕ(x̃) è âñïîìîãàòåëüíóþ èíôîðìàöèþ 1)è âûðàæàåò
ñâîè ïðåäïî÷òåíèÿ ïóòåì èçìåíåíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ λ.

Ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ÷åëîâåê íå áóäåò óäîâëåòâîðåí
ïîëó÷åííûì ðåøåíèåì èëè, áûòü ìîæåò, ïðîñòî óñòàíåò. Âîçìîæíî èñïîëü-
çîâàíèå ôîðìàëèçîâàííûõ ïðàâèë îñòàíîâêè ïðîöåññà.

Çäåñü ïðèâåäåíà ïðîñòåéøàÿ ôîðìà èòåðàöèè, â íåêîòîðûõ ìåòîäàõ øà-
ãè ðàçáèòû íà ÷àñòè.

10.1. Ïðîñòåéøèå èòåðàòèâíûå ìåòîäû

Ðàññìîòðèì èòåðàòèâíóþ ïðîöåäóðó, ïðåæäå âñåãî ïðèõîäÿùóþ â ãîëî-
âó íà÷èíàþùèì èññëåäîâàòåëÿì.

1)Çàìåòèì, ÷òî ïðè æåëàíèè ËÏÐ ìîæåò ïîëó÷èòü è ñàìî ðåøåíèå x̃.
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Èòåðàòèâíîå íàçíà÷åíèå âåñîâ â ëèíåéíîé ñâåðòêå
Â ýòîé ïðîöåäóðå èñïîëüçóåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ ïðîñòåéøåé ëèíåéíîé ñâåðò-

êè êðèòåðèàëüíûõ ôóíêöèé
m∑
i=1

c
(k)
i ϕi(x). Èòåðàöèè ïðîöåäóðû âûãëÿäÿò

ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Íà÷àëüíàÿ èòåðàöèÿ. Íàõîäèòñÿ èäåàëüíàÿ òî÷êà y∗ è âûáèðàþòñÿ

ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ âåñîâ, íàïðèìåð, c
(0)
i ≡ 1, i = 1, . . . ,m.

(k+1)-ÿ èòåðàöèÿ. Ïåðåä íà÷àëîì ýòîé èòåðàöèè äîëæíû áûòü çàäà-

íû ïîëîæèòåëüíûå âåñà c
(k)
i , i = 1, . . . ,m.

øàã 1. Êîìïüþòåð ðåøàåò çàäà÷ó ïîèñêà max
x∈X

m∑
i=1

c
(k)
i ϕi(x), îïðåäåëÿÿ òî÷-

êó ìàêñèìóìà x(k+1).

øàã 2. ËÏÐ ñðàâíèâàåò ϕ(x(k+1)) ñ èäåàëüíîé òî÷êîé y∗ è, áûòü ìîæåò,
òî÷êàìè, íàéäåííûìè íà ïðåäûäóùèõ èòåðàöèÿõ ϕ(x(l)), l = 1, ..., k.
Åñëè ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò ËÏÐ, òî ïðîöåäóðà çàâåðøåíà. Â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå ËÏÐ íàçíà÷àåò íîâûå âåñà c
(k+1)
i , i = 1, . . . ,m, ïîñëå

÷åãî äàííàÿ èòåðàöèÿ çàâåðøàåòñÿ, è îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ñëå-
äóþùåé èòåðàöèè.

Èòåðàöèè ïðîäîëæàþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóò ðåçóëüòàò,
óäîâëåòâîðÿþùèé ËÏÐ.

Ïðîàíàëèçèðóåì ýòîò ìåòîä. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷àåìûå
ðåøåíèÿ (x(k)) ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ïî Ïàðåòî. Ñîãëàñíî èññëåäîâà-
íèÿì âîçìîæíîñòåé ÷åëîâåêà âî âçàèìîäåéñòâèè ñ êîìïüþòåðîì, ÷åëîâåê
ñïîñîáåí óêàçàòü, çíà÷åíèÿ êàêîãî êðèòåðèÿ îí õîòåë áû óâåëè÷èòü â êðè-
òåðèàëüíîé òî÷êå ϕ(x(k)), à êàêîãî óìåíüøèòü. Îäíàêî â äàííîé ïðîöåäóðå
îò íåãî òðåáóåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëüøå � èçìåíèòü âåñà. Ýòî ñîâñåì äðó-
ãàÿ çàäà÷à, è îíà òðóäíà äëÿ ËÏÐ, ïîñêîëüêó ïîñëåäñòâèÿ èçìåíåíèÿ âåñîâ
íåïðåäñêàçóåìû. Íàïðèìåð, ËÏÐ íå ìîæåò çíàòü, íà ñêîëüêî íóæíî óâå-
ëè÷èòü âåñ êàêîãî-ëèáî êðèòåðèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû çíà÷åíèå êðèòåðèÿ ñòàëî
óäîâëåòâîðèòåëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ëîãè÷åñêè ïðîñòîé ìåòîä ÿâëÿ-
åòñÿ ñëîæíûì äëÿ ËÏÐ.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí òðàäèöèîííûé èòåðàòèâíûé ìåòîä, íàøåäøèé ñâîå
ïðèìåíåíèå â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ.

Ìåòîä óñòóïîê

øàã 0. Íà ïðåäâàðèòåëüíîì øàãå ËÏÐ ðàíæèðóåò ÷àñòíûå êðèòåðèè âåêòîð-
ôóíêöèè ϕ(x) â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èõ âàæíîñòè. Ïåðåíóìåðîâàâ ïîñëå
ýòîãî êðèòåðèè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâûé êðèòåðèé � ñàìûé âàæ-
íûé.

øàã 1. Ðåøàÿ çàäà÷ó ïîèñêà max
x∈X

ϕ1(x), íàõîäèì òî÷êó x̃(1), íàèëó÷øóþ ïî

ïåðâîìó êðèòåðèþ.
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øàã 2. ËÏÐ íàçíà÷àåò óñòóïêó ∆1 ïî ïåðâîìó êðèòåðèþ.

øàã 3. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà max
x∈X,ϕ1(x)>ϕ1(x̃(1))−∆1

ϕ2(x). Ðåøåíèå x̃(2) ìàê-

ñèìèçèðóåò âòîðîé êðèòåðèé, óäîâëåòâîðÿÿ äîïîëíèòåëüíîìó îãðàíè-
÷åíèþ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî óñòóïêà ïî ïåðâîìó êðèòåðèþ îãðà-
íè÷åíà ËÏÐ.

Äàëåå äåëàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ óñòóïêà ïî âòîðîìó êðèòåðèþ è ò.ä.,
ïîêà íå äîéäåì äî ïîñëåäíåãî êðèòåðèÿ. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî âåðíóòüñÿ ê
óñòóïêå ïî ïåðâîìó êðèòåðèþ è ò.ä. äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò ïîëó÷åíî
ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ËÏÐ. Çàìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå ìåòîä óñòóïîê
çàâåðøàåòñÿ ïîñëå îäíîêðàòíîãî ïåðåáîðà âñåõ êðèòåðèåâ.

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä óñòóïîê ïðè íóëåâûõ óñòóïêàõ ñîâïàäàåò ñ ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷ ÌÊÎ, â êîòîðîì ñíà÷àëà ìàñêè-
ìèçèðóåòñÿ ñàìûé âàæíûé êðèòåðèé, äàëåå � âòîðîé ïî âàæíîñòè (â íà-
äåæäå, ÷òî åñòü êàêèå-òî ðåçåðâû äëÿ ýòîãî) è ò.ä. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêàÿ
ïðîöåäóðà, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîððåêòíà ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ,
ïîñêîëüêó ìàëûå âîçìóùåíèÿ ïàðàìåòðîâ èñõîäíîé çàäà÷è ìîãóò ïðèâåñòè
ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Õîòÿ è áûëè ðàçðàáîòàíû
óñòîé÷èâûå âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû2) ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, èñïîëüçîâà-
íèå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé ïðîöåäóðû, íå óñòîé÷èâîé ê èñõîäíûì äàííûì, íå
ìîæåò áûòü ðåêîìåíäîâàíî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÌÊÎ.

Ìåòîä óñòóïîê òðåáóåò îò ËÏÐ îòâåòîâ íà ñëîæíûå âîïðîñû � íåîáõî-
äèìî îïðåäåëÿòü óñòóïêè, íå èìåÿ èíôîðìàöèè î ïîñëåäñòâèÿõ ýòîãî øàãà.
Â òî æå âðåìÿ, êîíöåïöèÿ îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà çíà÷åíèÿ êðèòå-
ðèåâ, èñïîëüçîâàííàÿ â ýòîì ìåòîäå, îêàçàëàñü âåñüìà ïîëåçíîé è óäîáíîé.
Áûëè ïðåäëîæåíû àëüòåðíàòèâíûå ìåòîäû, áàçèðóþùèåñÿ íà ïðèìåíåíèè
îãðàíè÷åíèé. Äàëåå ðàññìîòðåí ìåòîä STEM, â êîòîðîì ìåòîä íàçíà÷åíèÿ
îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ ðåàëèçóåòñÿ â âèäå, áîëåå ïðîñòîì äëÿ
ËÏÐ.

Ïîíèìàíèå òðóäíîñòåé ïðÿìîãî íàçíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñâåðòêè â òðàäè-
öèîííûõ ìåòîäàõ, îïèñàííûõ âûøå, ïîçâîëèëà âûðàáîòàòü ôóíäàìåíòàëü-
íîå ïîíÿòèå òåîðèè èòåðàòèâíûõ ïðîöåäóð � ïîíÿòèå ñòðóêòóðèçîâàííûõ
ìåòîäîâ. Ê íèì îòíîñÿò ìåòîäû, îñíîâàííûå íà òîì, ÷òî ËÏÐ íå îïðåäåëÿ-
åò ïàðàìåòðû çàäà÷è îïòèìèçàöèè (íàïðèìåð, âåñà èëè óñòóïêè), à îòâå÷àåò
íà âîïðîñû î ñâîèõ ïðåäïî÷òåíèÿõ. Ê òàêèì âîïðîñàì îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð,
âîïðîñ î òîì, êàêîé èç äâóõ êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëåí.
Äðóãîé òèï âîïðîñîâ î ïðåäïî÷òåíèÿõ � ýòî âîïðîñû î òîì, çíà÷åíèÿ êàêî-
ãî êðèòåðèÿ ËÏÐ æåëàåò óâåëè÷èòü, à êàêîãî ìîæíî óìåíüøèòü. Ìåòîäû, â
êîòîðûõ ÷åëîâåêó ïðÿìî çàäàþòñÿ âîïðîñû î ïàðàìåòðàõ çàäà÷è îïòèìèçà-
öèè, ïîëó÷èëè íàçâàíèå íåñòðóêòóðèçîâàííûõ ìåòîäîâ, ê íèì îòíîñÿòñÿ
îïèñàííûå âûøå ìåòîäû. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñòðóêòóðèçîâàííîãî ìåòîäà.

2)Â.Â. Ôåäîðîâ. ×èñëåííûå ìåòîäû ìàêñèìèíà. Ì.: Íàóêà, 1979.
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10.2. Ìåòîä Äæîôôðèîíà-Äàéåðà-Ôàéíáåðãà

Ìåòîä Äæîôôðèîíà-Äàéåðà-Ôàéíáåðãà (GDF) îñíîâàí íà èñïîëüçîâà-
íèè èäåè èçâåñòíîãî ìåòîäà Ôðýíêà-Âóëôà (ñì. [14]) ðåøåíèÿ âûïóêëûõ
çàäà÷ îïòèìèçàöèè, ñîñòîÿùåãî â ñëåäóþùåì (ñì. ðèñ. 10.1). Ïóñòü íà âû-
ïóêëîì ìíîæåñòâå X ⊂ Rn íóæíî íàéòè ìàêñèìóì äîñòàòî÷íî ãëàäêîé
âîãíóòîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè f(x).

�¨á. 10.1.

Ïóñòü òî÷êà x(k) � òåêóùåå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è îïòèìèçà-
öèè. Íàõîäèì grad f(x(k)) è ðåøàåì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó

max
x∈X

〈
grad f(x(k)), x

〉
,

çàìåíÿÿ òåì ñàìûì çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè íåëèíåéíîé ôóíêöèè çàäà÷åé
ìàêñèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå. Ïóñòü ìàêñèìóì
äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x̃(k). Ñîåäèíÿåì òî÷êè x(k) è x̃(k) îòðåçêîì ïðÿìîé è
èùåì max

x∈[x(k),x̃(k)]
f(x). Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå òî÷êà x(k+1) ðàññìàòðèâàåò

êàê íîâîå ïðèáëèæåíèå. Äàëåå ïåðåõîäèì ê íîâîé èòåðàöèè. Ïðåèìóùåñòâî
ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí äîâîëüíî áûñòðî ñõîäèòñÿ.

Ïåðåéäåì ê çàäà÷å ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè (2.3). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ôóíêöèè ϕi(x), i = 1, . . . ,m, âîãíóòû è äèôôåðåíöèðóåìû, à ó
ËÏÐ èìååòñÿ ïðåäñòàâëåíèå î ñâîèõ ïðåäïî÷òåíèÿõ â âèäå âîãíóòîé äèô-
ôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè U(y). Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
íàéòè max

x∈X
U(ϕ(x)), ãäå ôóíêöèÿ U(y) íå èçâåñòíà èññëåäîâàòåëþ. Â ìåòî-

äå Äæîôôðèîíà-Äàéåðà-Ôàéíáåðãà äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ
ïðèìåíèòü èòåðàòèâíóþ ïðîöåäóðó, îñíîâàííóþ íà ìåòîäå Ôðýíêà-Âóëôà.
Ýòî ïîçâîëÿåò íå ñòðîèòü ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè âî âñåì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü x(k) � òåêóùàÿ òî÷êà. Íàéäåì àïïðîêñèìàöèþ gradU(ϕ(x))|x=x(k) .
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé U(y) è ϕ(x) èìååò ìåñòî

∂U

∂xj
=

m∑
i=1

∂U

∂yi

∂ϕi
∂xj

. Ïðîèçâîäíûå
∂ϕi
∂xj

ìîæíî îïðåäåëèòü, òàê êàê ôóíê-

öèè ϕi(x) çàäàíû. Ïðîèçâîäíûå
∂U

∂yi
ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó àï-

ïðîêñèìàöèè ïîâåðõíîñòåé áåçðàçëè÷èÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè â òî÷êå y(k) =
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ϕ(x(k)) êðèòåðèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà òî÷íî òàê æå, êàê ýòî äåëàëîñü ïðè
ïîñòðîåíèè àääèòèâíîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè â �8.

Äàäèì îïèñàíèå àëãîðèòìà.
Ïåðåä íà÷àëîì (k+1)-é èòåðàöèè èòåðàöèè äîëæíû áûòü çàäàíû x(k) è

y(k) = ϕ(x(k)).
(k+1)-ÿ èòåðàöèÿ

øàã 1. ËÏÐ ñòðîèò gradU(y(k)) � ãðàäèåíò ôóíêöèè ïîëåçíîñòè â òî÷êå
y(k).

øàã 2. Êîìïüþòåð èùåò x̃(k) êàê ðåøåíèå çàäà÷è

max
x∈X

〈
gradU(ϕ(x(k)), x

〉
. Ïðè ýòîì gradU(ϕ(x(k)) íàõîäèòñÿ êàê ãðàäèåíò ñóïåðïîçèöèè ôóíê-
öèé U(y) è y = ϕ(x).

øàã 3. Íà ýêðàíå êîìïüþòåðà èçîáðàæàåòñÿ ãðàôèê, íà îñè àáñöèññ êîòî-
ðîãî èçîáðàæåí îòðåçîê [x(k), x̃(k)], ïàðàìåòðèçîâàííûé ïåðåìåííîé t:
t = 0 â òî÷êå x(k) è t = 1 â òî÷êå x̃(k); ïî îñè îðäèíàò îòêëàäûâàþòñÿ
ôóíêöèè ϕi(t), i = 1, . . . ,m (ñì. ðèñ. 10.2). ËÏÐ óêàçûâàåò ïðåäïî-
÷òèòåëüíóþ òî÷êó t∗, êîòîðàÿ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê òî÷êà ìàêñèìóìà
ôóíêöèè U(t) íà îòðåçêå [x(k), x̃(k)]. Òî÷êà
x(k+1) = t∗x̃(k) + (1− t∗)x(k) ñ÷èòàåòñÿ ðåçóëüòàòîì èòåðàöèè.

�¨á. 10.2.

Ïðîöåäóðà ñ÷èòàåòñÿ çàâåðøåííîé, êîãäà x̃(k) = x(k) èëè ËÏÐ óêàçûâàåò
òî÷êó t∗ = 0, ò.å. îòêàçûâàåòñÿ ïåðåäâèíóòü ðåøåíèå èç òåêóùåé òî÷êè.

Òàêèì îáðàçîì, â ìåòîäå Äæîôôðèîíà-Äàéåðà-Ôàéíáåðãà ÷åëîâåê ðå-
øàåò äâå çàäà÷è: ñòðîèò ãðàäèåíò ôóíêöèè ïîëåçíîñòè è óêàçûâàåò ìàêñè-
ìóì ôóíêöèè ïîëåçíîñòè íà îòðåçêå. Îáå ýòè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè
äëÿ ÷åëîâåêà â òîì ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî êðèòåðèåâ ïðåâûøàåò äâà. Ïðî-
öåäóðà ïîñòðîåíèÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, îñíîâàííàÿ íà ìíîãî-
êðàòíîì ïîïàðíîì ñðàâíåíèè êðèòåðèàëüíûõ óñòóïîê, ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé,
îñîáåííî åñëè ó÷åñòü íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíÿòü òàêóþ ïðîöåäóðó íà êàæäîé
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èòåðàöèè. Îäíîìåðíûé âûáîð, êîãäà ÷åëîâåê îáÿçàí óêàçàòü ëó÷øóþ ñðå-
äè áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ àëüòåðíàòèâ, òàêæå íåïðîñò,
õîòÿ â äàííîì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ ñèëüíî óïðîùàåòñÿ çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ
ãðàôèêè. Â öåëîì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ýòîì ìåòîäå ËÏÐ ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê àâòîìàò, ñïîñîáíûé èçìåðÿòü ãðàäèåíò ôóíêöèè ïîëåçíîñòè è íàõîäèòü
îïòèìàëüíóþ òî÷êó ïðè îäíîìåðíîé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè.

10.3. Òðåáîâàíèÿ ê ñòðóêòóðèçîâàííûì èòåðàòèâíûì
ìåòîäàì

Â öåëÿõ àíàëèçà êà÷åñòâà ñòðóêòóðèçîâàííûõ èòåðàòèâíûõ ìåòîäîâ áû-
ëà ñôîðìóëèðîâàíà ñèñòåìà òðåáîâàíèé, êîòîðûì ýòè ìåòîäû, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü. Â ðàìêàõ ýòèõ òðåáîâàíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ËÏÐ èìååò ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè U(y), íå èçâåñòíóþ íàì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
x̃ ïðåäïî÷òèòåëüíóþ äëÿ ËÏÐ òî÷êó íà ìíîæåñòâå X, ò.å. ðåøåíèå çàäà÷è
max
x∈X

U(ϕ(x)). Ìåòîäû äîëæíû îáåñïå÷èâàòü:

1) ñõîäèìîñòü ïðîöåññà ê ïðåäïî÷òèòåëüíîé òî÷êå, ò.å. x(k) → x̃, ãäå x(k)

� ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìûå íà ñîîòâåòñòâóþùèõ èòåðàöèÿõ ïðè ëîãè÷íîì
ïîâåäåíèè ËÏÐ, ïðè êîòîðîì îòâåòû äàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôóíê-
öèåé ïîëåçíîñòè;

2) ñõîäèìîñòü äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî áûñòðîé;

3) íàëè÷èå ó ËÏÐ ïðàâà íà îøèáêó, ò.å. â ñëó÷àå íåïðàâèëüíîãî îòâåòà
ËÏÐ äîëæíà èìåòüñÿ âîçìîæíîñòü â äàëüíåéøåì èñêóïèòü îøèáêó
ñâîèìè ïðàâèëüíûìè äåéñòâèÿìè. Ó ËÏÐ äîëæíà áûòü âîçìîæíîñòü
íàéòè ðàçóìíîå ðåøåíèå äàæå â ñëó÷àå ìíîãîêðàòíûõ îøèáîê. Îøèá-
êè ìîãóò çàìåäëÿòü ðàáîòó ïðîöåäóðû, íî ðåøåíèå äîëæíî áûòü ïî-
ëó÷åíî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïî÷òåíèÿìè ËÏÐ;

4) âîïðîñû, çàäàâàåìûå ËÏÐ, äîëæíû áûòü ïðîñòûìè.

Ïðîàíàëèçèðóåì ïðîöåäóðó Äæîôôðèîíà-Äàéåðà-Ôàéíáåðãà. Îíà ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòðóêòóðèçîâàííîé, ïîñêîëüêó ÷åëîâåê îòâå÷àåò íà âîïðîñû, ñâÿ-
çàííûå ñ åãî ïðåäïî÷òåíèÿìè îòíîñèòåëüíî àëüòåðíàòèâíûõ âàðèàíòîâ ðå-
øåíèÿ. Åñëè ËÏÐ äåéñòâóåò â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîåé ïîëåçíîñòüþ, ýòà ïðî-
öåäóðà îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ê ïðåäïî÷òèòåëüíîìó ðåøåíèþ. Òàê êàê
ìåòîä Ôðýíêà-Âóëôà áûñòðî íàõîäèò òî÷êó, áëèçêóþ ê îïòèìàëüíîé, ìå-
òîä Äæîôôðèîíà-Äàéåðà-Ôàéíáåðãà ñõîäèòñÿ áûñòðî. Âûïîëíÿåòñÿ è òðå-
áîâàíèå î ïðàâå íà îøèáêó. Åäèíñòâåííàÿ ïðîáëåìà ìåòîäà � ñëîæíîñòü
âîïðîñîâ, çàäàâàåìûõ ËÏÐ. Èìåííî ïîýòîìó ïðîöåäóðà íå íàøëà øèðîêî-
ãî ïðèìåíåíèÿ.
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Ãëàâà11. Íåêîòîðûå èòåðàòèâíûå ìåòîäû ÌÊÎ

Â ýòîì è äâóõ ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ ðàññìîòðåíî íåñêîëüêî ìåòîäîâ
ÌÊÎ, çàëîæèâøèõ îñíîâû äëÿ äàëüíåéøåãî ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìåòîäîâ.
Íàäî îòìåòèòü, ÷òî èìååòñÿ íåñêîëüêî îñíîâíûõ èäåé, íà îñíîâå êîòîðûõ
ñòðîÿòñÿ èòåðàòèâíûå ìåòîäû. Ïðåæäå âñåãî, ýòî

• èñïîëüçîâàíèå ãðàäèåíòîâ (íàïðèìåð, ìåòîä Äæîôôðèîíà-Äàéåðà-Ôàéíáåðãà),

• èñïîëüçîâàíèå âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ,

• èñïîëüçîâàíèå öåëåâûõ òî÷åê,

• èñïîëüçîâàíèå îãðàíè÷åíèé.

Ìû óæå ðàññìîòðåëè ñòðóêòóðèçîâàííûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà èñïîëü-
çîâàíèè ãðàäèåíòîâ. Ïåðåéäåì ê ìåòîäàì äðóãèõ ãðóïï.

11.1. Ïðîöåäóðà Çàéîíöà-Âàëëåíèóñà

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ÷åëîâåêó òðóäíî íåïîñðåäñòâåííî íàçíà÷èòü âåñà
êðèòåðèåâ. Ìåòîä Çàéîíöà-Âàëëåíèóñà � ýòî, ïî ñóùåñòâó, ïîïûòêà çàäàòü
÷åëîâåêó âîïðîñû î ïðåäïî÷òåíèÿõ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà îñíîâå åãî
îòâåòîâ ìîæíî áûëî áû óìåíüøèòü íåîïðåäåëåííîñòü, ñâÿçàííóþ ñ âåñàìè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à ÌÊÎ

y → max, y = Cx, X = {x ∈ Rn|Ax 6 b}. (11.1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè òàêæå ëèíåéíà, ò.å. U(y) =
m∑
i=1

λiyi,

λi > 0, ãäå λi � íåèçâåñòíûå âåñà, íå çàâèñÿùèå îò y. Âåñà λi íîðìèðîâàíû,

à èìåííî
m∑
i=1

λi = 1. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïåðåä î÷åðåäíîé èòåðàöèåé èçâåñòåí

êîíóñ, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò âåêòîð âåñîâ λ. Çàäà÷à èòåðàöèè çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òîáû ñóçèòü ýòîò êîíóñ. Äëÿ ñóæåíèÿ êîíóñà èñïîëüçóþòñÿ
ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ òî÷åê â êðèòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå.

Íà íà÷àëüíîé èòåðàöèè êëàäåòñÿ Λ(0) = intRm+ . Ïåðåä (k + 1)-é èòåðà-

öèåé èçâåñòåí êîíóñ Λ(k) ⊂ Λ(0). Èòåðàöèÿ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ.

(k+1)-ÿ èòåðàöèÿ

øàã 1. Âûáèðàåòñÿ íåêîòîðûé âåêòîð λ(k) ∈ Λ(k) è ðåøàåòñÿ çàäà÷à ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: max

x∈X

〈
λ(k), Cx

〉
. Ïîìèìî íàõîæäåíèÿ òî÷êè

x̃(k), îïòèìàëüíîé äëÿ äàííîãî âåêòîðà λ(k), ðàññ÷èòûâàþòñÿ âåðøèíû
x(k,p), p = 1, ..., P (k), ñîñåäíèå ñ x̃(k).
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øàã 2. ËÏÐ îòâå÷àåò íà âîïðîñû î òîì, ÷òî ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ϕ(x̃(k)) èëè
ϕ(x(k,p)) äëÿ âñåõ p = 1, ..., P (k). ËÏÐ ìîæåò îòâåòèòü �ëó÷øå�, �õóæå�,
�ýêâèâàëåíòíû�. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè îòâåòàìè ôîðìèðóþòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà âåêòîð λ ∈ Rm+ :
åñëè ϕ(x̃(k)) � ϕ(x(k,p)), òî

〈
λ, ϕ(x̃k)

〉
>
〈
λ, ϕ(x(k,p))

〉
,

åñëè ϕ(x̃(k)) ≺ ϕ(x(k,p)), òî
〈
λ, ϕ(x̃k)

〉
<
〈
λ, ϕ(x(k,p))

〉
,

åñëè ϕ(x̃(k)) ∼ ϕ(x(k,p)), òî
〈
λ, ϕ(x̃k)

〉
=
〈
λ, ϕ(x(k,p))

〉
.

Íåðàâåíñòâà ïîðîæäàþò ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé D(k)λ > 0, à ðàâåíñòâà

� ñèñòåìó D
(k)
0 λ = 0.

øàã 3. Êîíóñ ñóæàåòñÿ: Λ(k+1) = Λ(k) ∩ {λ|D(k)λ > 0} ∩ {λ|D(k)
0 λ = 0}.

Â ìåòîäå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ïðàâèëî îñòàíîâêè. Åñëè âñå ñîñåäíèå
âåðøèíû ìíîæåñòâà X îêàçàëèñü õóæå, ÷åì x̃(k), òî, â ñèëó ëèíåéíîñòè
çàäà÷è, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåíà îïòèìàëüíàÿ âåðøèíà.

Â ðåàëüíîì ïðîöåññå îñòàíîâêà ÷àñòî ïðîèñõîäèò ðàíüøå, â ìîìåíò, êî-
ãäà Λ(k+1) ñòàíîâèòñÿ ïóñòûì (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷åëîâåê äàâàë ïðîòèâîðå÷è-
âûå îòâåòû). Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ýòîãî íåäîñòàòêà àâòîðû ïðîöåäóðû ñíà÷àëà
óñòðàíèëè óñëîâèå ýêâèâàëåíòíîñòè êàê íàèáîëåå ÷óâñòâèòåëüíîå ê îøèá-
êàì. Ýòîãî îêàçàëîñü íåäîñòàòî÷íî. Òîãäà, ïðåæäå ÷åì ïðåäëàãàòü ñðàâ-
íåíèå òî÷åê, àâòîðû ñòàëè ïðîâåðÿòü, íå ìîæåò ëè ïðèâåñòè çàäàâàåìûé
âîïðîñ ê ïðîòèâîðå÷èþ. Óñòðàíèâ âîïðîñû, êîòîðûå ïîìîãàþò êîíòðîëè-
ðîâàòü ïðàâèëüíîñòü ïðåäïîëîæåíèÿ î ëèíåéíîñòè ôóíêöèè ïîëåçíîñòè è
íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ËÏÐ â ðàìêàõ ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, àâòîðû ñäåëàëè
ïðîöåäóðó ðàáîòîñïîñîáíîé.

Àíàëèç ìåòîäà. Åñëè ÷åëîâåê íå äàåò ïðîòèâîðå÷èâûõ îòâåòîâ (èëè ïî-
ðîæäàþùèå èõ âîïðîñû èñêëþ÷åíû), òî ïðîöåäóðà ðàáîòàåò íîðìàëüíî, è
ìåòîä äîâîëüíî áûñòðî ñõîäèòñÿ ê ïðåäïî÷òèòåëüíîé òî÷êå. Âîïðîñû ÿâëÿ-
þòñÿ ñëîæíûìè, òàê êàê ïðîèñõîäèò ìíîãîêðàòíîå ñðàâíåíèå äâóõ ìíîãî-
ìåðíûõ àëüòåðíàòèâ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì íåò ïðàâà íà îøèáêó.

Íåñìîòðÿ íà ñâîè íåäîñòàòêè è îãðàíè÷åííîñòü îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ
(òðåáóåòñÿ ëèíåéíîñòü ôóíêöèè ïîëåçíîñòè!), ïðîöåäóðà îêàçàëà áîëüøîå
âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ìåòîäîâ ÌÊÎ.

11.2. Ìåòîä Øòîéåðà

Êàê è â ïðåäûäóùåì ìåòîäå, ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à ÌÊÎ,
îäíàêî ëèíåéíîñòü ôóíêöèè ïîëåçíîñòè óæå íå îáÿçàòåëüíà. Ëèíåéíàÿ ñâåðò-
êà èñïîëüçóåòñÿ â ìåòîäå ëèøü äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðåäïî÷òåíèé.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåä íà÷àëîì (k+1)-é èòåðàöèè èçâåñòíû òàêèå

âåëè÷èíû p
(k)
i , q

(k)
i , ÷òî λi ∈ [p

(k)
i , q

(k)
i ], i = 1, . . . ,m.

(k+1)-ÿ èòåðàöèÿ.

øàã 1. Ãåíåðèðóåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî (ïîðÿäêà N = 50m) íàáîðîâ âåñîâ

λ(l) = (λ
(l)
1 , . . . , λ

(l)
m ), l = 1, . . . , N , ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà
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[p(k), q(k)], ãäå p(k) = (p
(k)
1 , . . . , p

(k)
m ), q(k) = (q

(k)
1 , . . . , q

(k)
m ).

Òî÷êè íîðìèðóþòñÿ, ò.å.
m∑
i=1

λ
(l)
i = 1, l = 1, . . . , N .

øàã 2. Ïðîèñõîäèò ôèëüòðàöèÿ òî÷åê òàê, ÷òîáû îñòàëîñü ïîðÿäêà L = 3m
òî÷åê λ̃(l), l = 1, ..., L, äîñòàòî÷íî õîðîøî ïðåäñòàâëÿþùèõ ìíîæåñòâî
[p(k), q(k)].

øàã 3. Ðåøàþòñÿ çàäà÷è max
x∈X

〈
λ̃(l), Cx

〉
äëÿ âñåõ λ̃(l), l = 1, . . . , L, â ðå-

çóëüòàòå ÷åãî îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ìàêñèìóìà x̃(k,l).

øàã 4. Ðàññìàòðèâàÿ âåêòîðû ϕ(x̃(k,l)), l = 1, . . . , L, ËÏÐ âûáèðàåò íàèáî-
ëåå ïðåäïî÷òèòåëüíóþ èç òî÷åê x̃(k,l), l = 1, . . . , L, è ñîîòâåòñòâóþùèé
âåêòîð λ̃(l), êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç λ(k+1).

øàã 5. Ñòðîèòñÿ íîâûé ïàðàëëåëåïèïåä [p(k+1), q(k+1)], ãäå

p(k+1) = λ(k+1) − rk

2
, q(k+1) = λ(k+1) +

rk

2
.

Çäåñü r ∈ (0, 1) � ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå ñêîðîñòü ñæàòèÿ (çàäàåòñÿ
çàðàíåå).

Àíàëèç ìåòîäà. ßâíûé íåäîñòàòîê ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñæàòèå
ïàðàëëåëåïèïåäà ïðîèñõîäèò ñî ñêîðîñòüþ, íå çàâèñÿùåé îò îòâåòîâ ËÏÐ,
ïîýòîìó ïðîöåäóðà ìîæåò è íå ñîéòèñü ê íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîìó ðå-
øåíèþ (ïðè ñëèøêîì áûñòðîì ñæàòèè îíî ìîæåò áûòü ïðîñòî îòñå÷åíî).
Îäíàêî åñëè ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî, òî ïðè áûñòðîì ñæàòèè îíà äîñòàòî÷-
íî áûñòðàÿ. Ñ ïðàâîì íà îøèáêó ñèòóàöèÿ íå î÷åíü ÿñíà, òàê êàê êàêóþ-òî
îøèáêó ìîæíî èñïðàâèòü, à êàêóþ-òî îøèáêó � íåò (ìíîãîå çàâèñèò îò ñêî-
ðîñòè ñæàòèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà). Âîïðîñû ñëîæíûå, ïîñêîëüêó ËÏÐ íóæ-
íî âûáèðàòü èç 3m ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ àëüòåðíàòèâ (ïðè÷åì äîñòàòî÷íî
ìíîãî ðàç).

Ìåòîä Øòîéåðà-×ó äëÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷

Ìåòîä ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ÌÊÎ è èñïîëüçó-
åò èäåè ìåòîäà Øòîéåðà. Â íåëèíåéíîì ñëó÷àå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
÷åáûøåâñêèå ñâåðòêè, ñâÿçàííûå ñ èäåàëüíîé òî÷êîé � ìåòîä Øòîéåðà-×ó
îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäà Øòîéåðà òîëüêî òåì, ÷òî âìåñòî ëèíåéíîé ôóíêöèè
ñ âåñàìè èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ ×åáûøåâà ρλ(y, y∗) = max

i=1,...,m
(λi|y∗i − yi|).

Ïðè ýòîì ñîõðàíÿþòñÿ âñå òðóäíîñòè ìåòîäà Øòîéåðà è äîáàâëÿþòñÿ íî-
âûå, ñâÿçàííûå ñ íåëèíåéíîñòüþ çàäà÷è.
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11.3. Ìåòîäû ñ öåëåâûìè òî÷êàìè

Ýòè ìåòîäû, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ìíîæåñòâàX è âåêòîð-
ôóíêöèè ϕ, îñíîâàíû íà ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîãî ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê ìíî-
æåñòâà Y = ϕ(X) äî öåëåâûõ ìíîæåñòâ Z = ŷ + Rm+ .

Ìåòîä 1.
Íà íóëåâîé èòåðàöèè â êà÷åñòâå öåëåâîé áåðåòñÿ èäåàëüíàÿ òî÷êà. Ïåðåä
(k + 1)-é èòåðàöèåé öåëåâàÿ òî÷êà ŷ(k) äîëæíà áûòü óæå íàéäåíà.

(k+1)-ÿ èòåðàöèÿ.

øàã 1. Êîìïüþòåð èùåò òî÷êó x̃(k), ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

min
x∈X

ρ(ϕ(x), Z(k)), ãäå Z(k) = ŷ(k) + Rm+ .

øàã 2. ËÏÐ ñðàâíèâàåò ϕ(x̃(k)), ŷ(k) è y∗, ïîñëå ÷åãî íàçíà÷àåò íîâóþ öå-
ëåâóþ òî÷êó ŷ(k+1).

Åñëè ËÏÐ íåäîâîëåí çíà÷åíèåì j-é êîîðäèíàòû âåêòîðà ϕ(x̃(k)), òî ïðè
íàçíà÷åíèè öåëåâîé òî÷êè åìó ðåêîìåíäóåòñÿ óâåëè÷èòü çíà÷åíèå ñîîòâåò-
ñòâóþùåé êîîðäèíàòû ŷ(k+1).

Ìåòîä 2.
Â ýòîì ìåòîäå ïðèìåíÿåòñÿ ðàññòîÿíèå

ρµ(y, y∗) =

m∑
i=1

µi
y∗i − yi
y∗i − ymini

,

ãäå âåëè÷èíû ymini ìîãóò áûòü âûáðàíû ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, ñêàæåì,
ymini = min

y∈Y
yi, èëè y

min
i = min

y∈P (Y )
yi. Âåëè÷èíû ymini òàêæå ìîãóò áûòü íà-

çíà÷åíû ËÏÐ.
Íà íóëåâîé èòåðàöèè èñïîëüçóþòñÿ èñõîäíûå âåñà µ

(0)
i ≡ 1. Ïåðåä (k +

1)-é èòåðàöèåé äîëæåí áûòü èçâåñòåí k-é âàðèàíò âåñîâ µ
(k)
i , i = 1, ...,m,

ñâåðòêè ρµ(y, y∗).

(k+1)-ÿ èòåðàöèÿ.

øàã 1. Ìèíèìèçèðóåòñÿ ðàññòîÿíèå ñ âåñàìè µ(k) îò òî÷åê ìíîæåñòâà Y äî
èäåàëüíîé òî÷êè y∗, ò.å. íàõîäèòñÿ òî÷êà x̃(k), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è min

x∈X
ρµ(ϕ(x), y∗).

øàã 2. ËÏÐ ñðàâíèâàåò ϕ(x̃(k)) è y∗, ïîñëå ÷åãî íàçíà÷àåò íîâûå âåñà µ
(k+1)
i

ñâåðòêè ρµ(y, y∗).

Ïðîàíàëèçèðóåì ýòè äâà ìåòîäà. Îáå îïèñàííûå ïðîöåäóðû íå
ñòðóêòóðèçîâàíû, ïîýòîìó ãîâîðèòü î ñõîäèìîñòè íå ïðèõîäèòñÿ. Îòìåòèì,
îäíàêî, ÷òî ýòè ìåòîäû îáëàäàþò ïîëîæèòåëüíûì ñâîéñòâîì � ÷åëîâåê
èìååò ïðàâî íà îøèáêó. Â òî æå âðåìÿ, íàçíà÷åíèå öåëåé è âåñîâ íå ÿâëÿ-
þòñÿ ïðîñòûìè çàäà÷àìè, ïîýòîìó íà ïðàêòèêå ËÏÐ îáû÷íî ïðåäïî÷èòà-
åò îäíîêðàòíî íàçíà÷èòü öåëåâóþ òî÷êó. Ïðè ýòîì ìåòîä âûðîæäàåòñÿ â
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ðàññìîòðåííûé ðàíåå ýâðèñòè÷åñêèé ìåòîä çàäàíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ â ôîðìå
íàçíà÷åíèÿ öåëåâîé òî÷êè.

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîäèôèêàöèÿ ïåðâîãî ìåòîäà � íàçíà÷åíèå
ìíîãèõ öåëåâûõ òî÷åê.

11.4. Ìåòîä STEM

Ìåòîä STEM (STEp Method) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïåðâûõ èòåðàòèâíûõ
ìåòîäîâ. Îí áûë ïðåäëîæåí â êîíöå 60-õ ãîäîâ XX âåêà ãðóïïîé èññëåäî-
âàòåëå, êîòîðàÿ âêëþ÷àëà áóäóùåãî àêàäåìèêà ÐÀÍ Î.È. Ëàðè÷åâà (1934-
2003) è òðîèõ ôðàíöóçñêèõ ñïåöèàëèñòîâ � Ð. Áåíàéþíà, Æ. Ìîíãîëüôüå
è Æ. Òåðíè. Ìåòîä STEM íàøåë ìíîãî÷èñëåííûõ ïîñëåäîâàòåëåé, êîòîðûå
ìîäèôèöèðîâàëè åãî ðàçëè÷íûì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì âàðèàíò,
áëèçêèé ê òîìó, êîòîðûé áûë ïðåäëîæåí ñ ñàìîãî íà÷àëà, à ïîòîì ïîãîâî-
ðèì î åãî ìîäèôèêàöèè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ÌÊÎ îáùåãî òèïà (2.3). Èäåÿ ìåòîäà STEM
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû çàäàâàòü ËÏÐ êàê ìîæíî áîëåå ïðîñòûå âîïðîñû îò-
íîñèòåëüíî åãî ïðåäïî÷òåíèé. Îòâåòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èçìåíåíèÿ îãðà-
íè÷åíèé íà çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ òèïà ϕj(x) > lj , j = 1, . . . ,m, à òàêæå äëÿ
ðàñøèðåíèÿ ñïèñêà J ⊆ {1, . . . ,m} êðèòåðèåâ, ïî êîòîðûì óæå äîñòèãíó-
òî óäîâëåòâîðèòåëüíîå çíà÷åíèå. Èçìåíåíèÿ îãðàíè÷åíèé, îäíàêî, äîëæíî
îñóùåñòâëÿòüñÿ â áîëåå óäîáíîé äëÿ ËÏÐ ôîðìå, ÷åì â ìåòîäå óñòóïîê.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíî òåõíè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå íà èäåàëüíóþ

òî÷êó y∗ > 0. Íà íà÷àëüíîé èòåðàöèè àëãîðèòìà êëàäåòñÿ l
(0)
j = −L, j =

1, . . . ,m, ãäå L � áîëüøîå ÷èñëî, J (0) = ∅. Â ðåçóëüòàòå k-é èòåðàöèè àëãî-

ðèòìà äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû l
(k)
j , j = 1, . . . ,m è J (k), ãäå l

(k)
j � êðèòå-

ðèàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûé íà (k+ 1)-é èòåðàöèè, j = 1, . . . ,m, à

J (k) � ìíîæåñòâî òåõ íîìåðîâ êðèòåðèåâ, äëÿ êîòîðûõ óðîâåíü l
(k)
j ÿâëÿåòñÿ

óäîâëåòâîðèòåëüíûì.
Íà (k + 1)-é èòåðàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

äåéñòâèé.

(k+1)-ÿ èòåðàöèÿ

øàã 1. Ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà ðåøàåòñÿ ñåðèÿ m çàäà÷ îïòèìèçàöèè

max
x∈X

{
ϕi(x) | ϕj(x) > l

(k)
j , j = 1, . . . ,m

}
, i = 1, . . .m,

è íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ìàêñèìóìà1). Íà îñíîâå ýòîé
èíôîðìàöèè íåêîòîðûì îáðàçîì ñ ó÷åòîì J (k) ðàññ÷èòûâàþòñÿ âåñà

λ
(k)>0
i (ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ðàñ÷åòà âåñîâ, íà êîòîðûõ

1)Çàìåòèì, ÷òî íà ïåðâîé èòåðàöèè, êîãäà l
(0)
j = −L, j = 1, . . . ,m, ïðè ýòîì íàõîäÿòñÿ

ðåøåíèÿ, îïòèìàëüíûå ïî ÷àñòíûì êðèòåðèÿì. Îíè ïîçâîëÿþò ðàññ÷èòàòü èäåàëüíóþ
òî÷êó y∗.
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ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ) è îïðåäåëÿåòñÿ x(k) � ðåøåíèå çàäà÷è
îïòèìèçàöèè

max
x∈X, ϕj(x)>l(k)

j ,j=1,...,m

m∑
i=1

λ
(k)
i ϕi(x),

ÿâëÿþùååñÿ îïòèìàëüíûì ïî Ïàðåòî ðåøåíèåì çàäà÷è ÌÊÎ. Íà ýòîì
ïåðâûé øàã ïðîöåäóðû çàâåðøàåòñÿ.

øàã 2. ËÏÐ ïîëó÷àåò èíôîðìàöèþ î ϕ(x(k)), J (k), l(k) è y∗, íà îñíîâå êî-
òîðîé ËÏÐ óñèëèâàåò îãðàíè÷åíèÿ è, ìîæåò áûòü, ðàñøèðÿåò ìíî-
æåñòâî íîìåðîâ êðèòåðèåâ, èìåþùèõ óäîâëåòâîðèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
Ïóñòü ËÏÐ íå óñòðàèâàåò áîëåå âñåãî çíà÷åíèå êðèòåðèÿ ñ íîìåðîì
i∗. Òîãäà îí êëàäåò

l(k+1) =

{
l(k), i 6= i∗

l
(k)
i∗ + ∆, i = i∗,

ãäå ∆ � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ËÏÐ îïðåäåëÿåò
çàðàíåå. Äàëåå, ËÏÐ ìîæåò ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî J (k+1). Èòåðàöèÿ
îêîí÷åíà.

Ðàññìîòðèì ýòîò ìåòîä ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷åòûðåõ òðåáîâàíèé ê èòåðàòèâ-
íûì ìåòîäàì.

1. Àíàëèç ñõîäèìîñòè íåâîçìîæåí, òàê êàê íåïîíÿòíî, êàê îïðåäåëÿåò-
ñÿ ∆. Áîëåå òîãî, âûáîð ∆ � íåñòðóêòóðèçîâàííûé ýëåìåíò ìåòîäà.
Ýòà âåëè÷èíà ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëèøêîì áîëüøîé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî
íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîå ðåøåíèå áóäåò îòñå÷åíî.

2. Íåò ïðàâà íà îøèáêó � îòñå÷åííîå íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîå ðåøå-
íèå âåðíóòü íåâîçìîæíî.

3. Âîïðîñû òèïà êëàññèôèêàöèè êðèòåðèåâ, çàäàâàåìûå ËÏÐ, ïðîñòû.
Ýòî è åñòü îñíîâíîå äîñòîèíñòâî ìåòîäà, îñîáåííî ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî
ýòî áûë ïåðâûé ìåòîä, â êîòîðîì âíèìàíèå óäåëÿëîñü èìåííî ïðîñòî-
òå âîïðîñîâ. Â òî æå âðåìÿ, ïðîöåäóðà âêëþ÷àåò íå òîëüêî ïðîñòûå
âîïðîñû (âîïðîñ î íàçíà÷åíèè ∆ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì).

Ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà STEM

Ïðîôåññîð Êîðíåëëüñêîãî óíèâåðñèòåòà (ÑØÀ) Ä.Ï. Ëàóêñ, èçâåñòíûé
ñïåöèàëèñò â îáëàñòè ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ñôåðå âîäíîãî õî-
çÿéñòâà, çàìåòèë, ÷òî ïîñòîÿííîå ñóæåíèå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé
êðèòåðèåâ � íåäîñòàòîê ìåòîäà STEM è ïðåäëîæèë ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà,
íå èìåþùóþ ýòîãî íåäîñòàòêà.
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Â ìîäèôèöèðîâàííîì ìåòîäå íà ïåðâîé èòåðàöèè íàðÿäó ñ èäåàëüíîé
òî÷êîé y∗ íàõîäèòñÿ íåêîòîðîå ðåøåíèå x0, îïòèìàëüíîå ïî Ïàðåòî, è ñî-
îòâåòñòâóþùèé íåäîìèíèðóåìûé êðèòåðèàëüíûé âåêòîð, êîòîðûé ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ËÏÐ. Åñëè ËÏÐ íå óäîâëåòâîðåí ðåøåíèåì, òî òðåáóåòñÿ óêàçàòü,
çíà÷åíèå êàêîãî êðèòåðèÿ yi∗ íå óäîâëåòâîðèòåëüíî â íàèáîëüøåé ñòåïå-
íè è ïî êàêèì êðèòåðèÿì yj1 , yj2 , . . . , yjk ìîæíî èäòè íà óñòóïêè, à òàêæå
è âåëè÷èíû óñòóïîê ∆1, . . . ,∆k, íà êîòîðûå ìîæíî ïîéòè äëÿ óâåëè÷åíèÿ
çíà÷åíèÿ yi∗ . Äàëåå íà îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷è

yi∗ → max, x ∈ X, ϕjl(x) > ϕjl(x
0)−∆l, l = 1, . . . , k,

êîìïüþòåð ðàññ÷èòûâàåò íîâîå ðåøåíèå x(1) è íîâóþ íåäîìèíèðóåìóþ ïî
Ñëåéòåðó êðèòåðèàëüíóþ òî÷êó ϕ(x(1)), ïîñëå ÷åãî ËÏÐ ñíîâà îïðåäåëÿåò
íàèìåíåå óäîâëåòâîðèòåëüíûé êðèòåðèé è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, èñêëþ÷àåòñÿ
îäèí èç ãëàâíûõ íåäîñòàòêîâ ìåòîäà STEM � îòñóòñòâèå ïðàâà íà îøèáêó.

Ïîñêîëüêó íàçíà÷àåìûå âåëè÷èíû óñòóïîê ÿâëÿþòñÿ, ïî ñóùåñòâó, ïðîá-
íûìè, íå ïðèâîäÿùèìè ê ôàòàëüíûì îøèáêàì, ýòî äåëàåò èõ íàçíà÷åíèå
íå ñòîëü âàæíûì è, ñîîòâåòñòâåííî, áîëåå ïðîñòûì øàãîì. Òàêèì îáðàçîì,
áûë ïîëó÷åí îòíîñèòåëüíî ïðîñòîé ìåòîä, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ èñïîëüçî-
âàíèÿ íà ïðàêòèêå.

Ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà ñëóæèò ðàçðàáîòêà îäíîé âîäîõî-
çÿéñòâåííîé ñèñòåìû â Àëæèðå, îñóùåñòâëåííàÿ Ä.Ï. Ëàóêñîì ñîâìåñòíî ñ
àëæèðñêèìè ñïåöèàëèñòàìè åùå â 70-õ ãã. XX âåêà. Ëèöà, ïðèíèìàþùèå ðå-
øåíèå, íàõîäèëèñü â Àëæèðå, à ñóïåðêîìïüþòåð, êîòîðûé ìîã ðåøàòü ñîîò-
âåòñòâóþùóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè � â Êîðíåëëüñêîì óíèâåðñèòåòå, ÑØÀ.
Ïîñêîëüêó êîìïüþòåðíûå ñåòè â òî âðåìÿ îòñóòñòâîâàëè, ïåðåäà÷à äàííûõ,
íåîáõîäèìûõ äëÿ ôîðìóëèðîâêè î÷åðåäíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè, îñóùåñòâ-
ëÿëàñü ïî îáû÷íîìó òåëåôîíó. Àëæèðöû, ïîëó÷èâ îò Ä.Ï. Ëàóêñà ðåøåíèå,
îïòèìàëüíîå ïî Ïàðåòî, è ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ, àíàëèçè-
ðîâàëè èõ è ôîðìèðîâàëè êðèòåðèàëüíûå óñòóïêè, êîòîðûå ïåðåäàâàëè â
Êîðíåëëüñêèé óíèâåðñèòåò ïî òåëåôîíó. Ïðîôåññîð Ëàóêñ ââîäèë èõ â êîì-
ïüþòåð, ðåøàë çàäà÷ó îïòèìèçàöèè è ïåðåäàâàë íîâîå ðåøåíèå è çíà÷åíèÿ
êðèòåðèåâ â Àëæèð. Â ðåçóëüòàòå çà íåñêîëüêî èòåðàöèé áûëî íàéäåíî ðå-
øåíèå, îïòèìàëüíîå ïî Ïàðåòî, êîòîðîå óäîâëåòâîðèëî ËÏÐ â Àëæèðå.
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Ãëàâà12. Èòåðàòèâíûå ìåòîäû âèçóàëèçàöèè êðèâûõ
íà ãðàíèöå Ïàðåòî

Â ïîñëåäíèå ãîäû âñå áîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷àåò èäåÿ î òîì,
÷òî ìíîãîêðèòåðèàëüíóþ èíôîðìàöèþ íóæíî ïðåäîñòàâëÿòü ÷åëîâåêó â
ãðàôè÷åñêîì âèäå. Äî íà÷àëà ìàññîâîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïåðñîíàëüíûõ êîì-
ïüþòåðîâ ýòî íàïðàâëåíèå ñäåðæèâàëîñü ñëîæíîñòüþ âûâîäà èíôîðìàöèè.
Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ è ðàçðàáîòêè ãðàôè÷åñêèõ ïà-
êåòîâ òåõíè÷åñêèå ïðîáëåìû èñ÷åçëè, ïîýòîìó, íà÷èíàÿ ñ ñåðåäèíû 80-õ
ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà, ñòàëî áûñòðî ðàçâèâàòüñÿ íîâîå íàïðàâëåíèå èòåðà-
òèâíûõ ïðîöåäóð, ñâÿçàííîå ñ âèçóàëèçàöèåé èíôîðìàöèè. Íåêîòîðûå ïðè-
ìåðû èòåðàòèâíûõ ïðîöåäóð, èñïîëüçóþùèõ âèçóàëèçàöèþ, ðàññìîòðåíû
â ýòîì ïàðàãðàôå. Â íèõ èçó÷àåòñÿ âûïóêëàÿ çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé
ìàêñèìèçàöèè.

12.1. Ìåòîä ïðîåöèðîâàíèÿ íà ãðàíèöó Ïàðåòî

Ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåò íåêîòîðûå èäåè ìåòîäà Äæîôôðèîíà-Äàéåðà-
Ôàéíáåðãà (GDF) è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïåðâûõ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ èòåðà-
òèâíûõ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà âèçóàëèçàöèè. Â îòëè÷èå îò ìåòîäà GDF,
âñå òåêóùè ðåøåíèÿ îïòèìàëüíû ïî Ïàðåòî, à ãðàäèåíò ôóíêöèè ïîëåç-
íîñòè ïðîåöèðóåòñÿ íà ãðàíèöó Ïàðåòî. Äàëåå ËÏÐ óêàçûâàåò ïðåäïî÷òè-
òåëüíóþ òî÷êó íà ýòîé ïðîåêöèè. Èç ìåòîäà GDF âçÿòû ñïîñîáû îïðåäåëå-
íèÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèè ïîëåçíîñòè è ïîääåðæêè âûáîðà òî÷êè îäíîìåðíîé
êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå êðèòåðèåâ.

Ïóñòü óæå èçâåñòåí ãðàäèåíò ôóíêöèè ïîëåçíîñòè â òåêóùåé íåäîìè-
íèðóåìîé êðèòåðèàëüíîé òî÷êå y(k) = ϕ(x(k)). Ðàññìîòðèì òî÷êó ỹ(k+1) =
ϕ(x̃(k)), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíê-
öèè, çàäàííîé ãðàäèåíòîì ôóíêöèè ïîëåçíîñòè. Äàëåå, â îòëè÷èå îò ìåòîäà
GDF, îòðåçîê [y(k), ỹk] ïðîåöèðóåòñÿ íà ãðàíèöó Ïàðåòî. Äëÿ äâóìåðíîãî
ñëó÷àÿ ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 12.1

�¨á. 12.1.
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Äàëåå êîìïüþòåð èçîáðàæàåò ãðàôèê èçìåíåíèÿ êðèòåðèàëüíûõ âåëè-
÷èí âäîëü ëèíèè ïðîåêöèè, ïàðàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ t. Îí
àíàëîãè÷åí ãðàôèêó, èñïîëüçóåìîìó â ìåòîäå GDF, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî,
÷òî âñå òî÷êè ãðàôèêà òåïåðü ÿâëÿþòñÿ íåäîìèíèðóåìûìè. Áëàãîäàðÿ ýòî-
ìó ËÏÐ èíôîðìèðóåòñÿ òîëüêî î íåäîìèíèðóåìûõ òî÷êàõ (çàìåòèì, ÷òî
ìíîãèå ñ÷èòàþò, ÷òî äåìîíñòðàöèÿ äîìèíèðóåìûõ òî÷åê äåçîðèåíòèðóåò
ËÏÐ).

Êàê è â ìåòîäå GDF, ËÏÐ âûáèðàåò t∗ � òàêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t,
ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íàèëó÷øåå ñî÷åòàíèå çíà÷åíèé êðèòåðèåâ; ïîñëå
ýòîãî êëàäåòñÿ y(k+1) = t∗ỹk + (1− t∗)y(k).

Î íåäîñòàòêàõ è äîñòîèíñòâàõ ýòîãî ìåòîäà â ðàìêàõ ÷åòûðåõ òðåáîâà-
íèé, ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå, ìîæíî ñêàçàòü òî æå ñàìîå, ÷òî è î ìåòîäå
GDF � îïðåäåëåíèå ãðàäèåíòà ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ÿâëÿåòñÿ êðàéíå ñëîæ-
íîé çàäà÷åé. Ìåòîä îáëàäàåò è äðóãèì íåäîñòàòêîì ìåòîäà GDF � íàõîæ-
äåíèå t∗ òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé, à ìíîãîêðàòíîå ðåøåíèå òàêîé
çàäà÷è ñëèøêîì ñëîæíî äëÿ ËÏÐ. Òðåáîâàíèÿ ïðàâà íà îøèáêó è áûñòðîé
ñõîäèìîñòè ìåòîäà âûïîëíÿþòñÿ.

12.2. Ìåòîä Êîðõîíåíà-Ëààêñî

Ãëàâíîå îòëè÷èå ìåòîäà Êîðõîíåíà-Ëààêñî îò ïðåäûäóùåãî ñîñòîèò â
òîì, ÷òî â íåì îòñóòñòâóþò òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ïîñòðîåíèåì ãðàäèåíòà
ôóíêöèè ïîëåçíîñòè. Äëÿ ýòîãî âìåñòî ãðàäèåíòà èñïîëüçóåòñÿ äðóãîå íà-
ïðàâëåíèå â êðèòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå ñòðîèòñÿ íà îñíîâå èäåé
öåëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ïåðåä íà÷àëîì (k+1)-é èòåðàöèè äîëæíà áûòü çàäàíà òî÷êà y(k) ∈ P (Y ).

(k+1)-ÿ èòåðàöèÿ

øàã 1. ËÏÐ çàäàåò öåëåâóþ òî÷êó ŷ(k).

øàã 2. Òî÷êè ŷ(k) è y(k) ñîåäèíÿþòñÿ îòðåçêîì, êîòîðûé ïðîåöèðóåòñÿ íà
ãðàíèöó Ïàðåòî, ïîñëå ÷åãî íà äèñïëåå èçîáðàæàåòñÿ ðèñóíîê, àíàëî-
ãè÷íûé ðèñóíêó äëÿ îäíîìåðíîé îïòèìèçàöèè â ìåòîäå GDF.

øàã 3. ËÏÐ âûáèðàåò t∗, è, ñëåäîâàòåëüíî, y(k+1).

Îáñóæäàÿ íåäîñòàòêè è äîñòîèíñòâà ýòîãî ìåòîäà, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
àâòîðàì óäàëîñü èçáåæàòü ñàìîé ñëîæíîé ïðîáëåìû ïðåäûäóùåãî ìåòî-
äà, ïîñêîëüêó òåïåðü íå íóæíî ñòðîèòü ãðàäèåíò ôóíêöèè ïîëåçíîñòè. Â
îñòàëüíîì ìåòîä ñîõðàíÿåò ñâîþ ñëîæíîñòü äëÿ ËÏÐ � çàäà÷f âûáîðà t∗

íåïðîñòà. Ê òîìó æå ïðèõîäèòñÿ ìíîãîêðàòíî ðåøàòü ñëîæíóþ çàäà÷ó íà-
çíà÷åíèÿ öåëåâîé òî÷êè. Äîñòîèíñòâà ìåòîäà (êàê è ìåòîäà GDF) � áûñò-
ðàÿ ñõîäèìîñòü ïðè ïðàâèëüíûõ äåéñòâèÿõ ËÏÐ è íàëè÷èå ó ËÏÐ ïðàâà
íà îøèáêó.
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12.3. �Áåã ïî ìíîæåñòâó Ïàðåòî�

Íà îñíîâå èäåé ìåòîäà Êîðõîíåíà-Ëààêñî â êîíöå 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî
âåêà Êîðõîíåíîì è Âàëëåíèóñîì áûë ïðåäëîæåí ìåòîä �Áåã ïî ìíîæåñòâó
Ïàðåòî� (Pareto Race). Îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì,
÷òî âìåñòî îòäåëüíûõ èòåðàöèé ðàññìàòðèâàåòñÿ íåïðåðûâíûé ïðîöåññ èç-
ìåíåíèÿ öåëåâîé òî÷êè ŷ è òåêóùåãî ïîëîæåíèÿ y. Èçìåíåíèåì òî÷êè ŷ
óïðàâëÿåò ËÏÐ, êîòîðûé äåëàåò ýòî ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ ñðåäñòâ, íàïðè-
ìåð, ïåðåìåùåíèÿ äâèæêîâ ïðîêðóòîê. Ïåðåìåùåíèå òåêóùåé òî÷êè y òàê-
æå îñóùåñòâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî: îíà ïåðåìåùàåòñÿ ïî ãðàíèöå Ïàðåòî âäîëü
ïðîåêöèè [y, ŷ] ñî ñêîðîñòüþ, çàäàâàåìîé ËÏÐ: ËÏÐ èìååò âîçìîæíîñòü óâå-
ëè÷èâàòü è óìåíüøàòü ñêîðîñòü èëè äàæå ïðèîñòàíàâëèâàòü ïðîöåññ äâèæå-
íèÿ. Òàêèì îáðàçîì, â ðóêàõ ËÏÐ îêàçûâàåòñÿ ñðåäñòâî óïðàâëåíèÿ òî÷êîé
íà ãðàíèöå Ïàðåòî, íàïîìèíàþùåå óïðàâëåíèå àâòîìîáèëåì: íàïðàâëåíèå
çàäàåòñÿ ïîëîæåíèåì òî÷êè ŷ, à ñêîðîñòü � íåïîñðåäñòâåííî êíîïêàìè. Òå-
êóùåå ïîëîæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáû÷íîé ñòîëá÷àòîé äèàãðàììîé, íà êî-
òîðîé îòîáðàæàþòñÿ âåëè÷èíû çíà÷åíèé êðèòåðèåâ.

Èòàê, ìåòîä �Áåã ïî ìíîæåñòâó Ïàðåòî� ïîçâîëÿåò ñâîáîäíî ïåðåäâè-
ãàòüñÿ ïî ãðàíèöå Ïàðåòî, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àÿ òî÷êè ýòîé ãðàíèöû.
Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó ËÏÐ öåëîñòíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ î ãðàíèöå Ïàðåòî ïðè m > 2. Â ñâÿçè ñ ýòèì ËÏÐ äàæå ïðè ÿâíî
îñîçíàâàåìûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ ìîæåò íå ïîíèìàòü, êóäà è êàê èìååò ñìûñë
ïåðåìåùàòüñÿ. Òàêîãî íåäîñòàòêà ëèøåíû ìåòîäû, íàïðàâëåííûå íà èíôîð-
ìèðîâàíèå ËÏÐ î ãðàíèöå Ïàðåòî â öåëîì.
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Ãëàâà13. Ìåòîäû, íàïðàâëåííûå íà èíôîðìèðîâàíèå
ËÏÐ î ãðàíèöå Ïàðåòî

Âàæíûì êëàññîì ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìè-
çàöèè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïðåäâàðèòåëüíîì ïîñòðîåíèè (àï-
ïðîêñèìàöèè) ãðàíèöû Ïàðåòî. Ñìûñë òàêîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
äàòü ËÏÐ èíôîðìàöèþ î ãðàíèöå Ïàðåòî, íå çàäàâàÿ âîïðîñîâ î ïðåäïî-
÷òåíèÿõ, à çàòåì ïðåäëîæèòü óêàçàòü ïðåäïî÷òèòåëüíóþ òî÷êó ãðàíèöû
Ïàðåòî. Åäèíñòâåííîå, ÷òî ËÏÐ äîëæåí ñäåëàòü çàðàíåå � óêàçàòü íàïðàâ-
ëåíèå óëó÷øåíèå çíà÷åíèé êðèòåðèåâ. Êîíå÷íî, òàêîå íàïðàâëåíèå äîëæíî
ñóùåñòâîâàòü äëÿ êàæäîãî èç êðèòåðèåâ, äëÿ ÷åãî ñðàçó òðåáóåòñÿ ïðåäïî-
ëîæèòü íåçàâèñèìîñòü ïî ïðåäïî÷òåíèÿì. Åñëè òðåáóåòñÿ, ËÏÐ ìîæåò âû-
áðàòü íåñêîëüêî �èíòåðåñíûõ� òî÷åê ãðàíèöû Ïàðåòî è ïîëó÷èòü íåñêîëüêî
ðåøåíèé äëÿ äàëüíåéøåãî äåòàëüíîãî àíàëèçà.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî ïîäõîäà íàäî ðàçðàáîòàòü ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè
ãðàíèöû Ïàðåòî è ñïîñîáû èíôîðìèðîâàíèÿ ËÏÐ îá ýòîé àïïðîêñèìàöèè.
Íà÷íåì ñ îáñóæäåíèÿ âòîðîãî âîïðîñà. Â äâóõêðèòåðèàëüíîì ñëó÷àå ãðà-
íèöà Ïàðåòî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â íàãëÿäíîì ãðàôè÷åñêîì âèäå íà
ïëîñêîñòè. Åñëè â çàäà÷å êîíå÷íîå ÷èñëî âîçìîæíûõ ðåøåíèé, òî ìíîæå-
ñòâî Y = ϕ(X) ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ òî÷åê íà ïëîñêîñòè, ñðåäè êîòîðûõ
ìîæíî âèçóàëüíî âûäåëèòü íåäîìèíèðóåìûå (äëÿ ìíîæåñòâà òî÷åê Y , èçîá-
ðàæåííîãî íà ðèñ. 13.1 à, íåäîìèíèðóåìûå òî÷êè âûäåëåíû ãðàôè÷åñêè). Â
ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ðåøåíèé ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü è èçîáðàçèòü
ìíîæåñòâî Y = ϕ(X), ïðè÷åì åãî ãðàíèöû Ïàðåòî è Ñëåéòåðà òàêæå ìîæíî
äîñòàòî÷íî ëåãêî âûäåëèòü âèçóàëüíî (ñì. ðèñ. 13.1 á, ãäå èçîáðàæåíî ìíî-
æåñòâî Y è ãðàôè÷åñêè âûäåëåíà åãî ãðàíèöà Ïàðåòî). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
ìîæíî òàêæå àïïðîêñèìèðîâàòü è èçîáðàçèòü òîëüêî ãðàíèöó Ïàðåòî èëè
ãðàíèöó Ñëåéòåðà, ïîìíÿ ïðè ýòîì îá èõ âîçìîæíîé íåóñòîé÷èâîñòè.

Â ñëó÷àå m > 2 ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíîé. Íà÷íåì
ñî ñëó÷àÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà âîçìîæíûõ ðåøåíèé.

�¨á. 13.1.
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13.1. Êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê âèçóàëèçàöèè êîíå÷íîãî ÷èñëà êðèòå-
ðèàëüíûõ òî÷åê ïðè m > 2.

Ïàðàëëåëüíûå îòðåçêè
(ïðîôèëè àëüòåðíàòèâ, value path)

Äëÿ íà÷àëà êðèòåðèè íîðìèðóþòñÿ òàê, ÷òîáû èõ çíà÷åíèÿ íàõîäèëèñü â
îòðåçêå [0, 1]. Çàòåì íà äèñïëåå êîìïüþòåðà èçîáðàæàþòñÿm ïàðàëëåëüíûõ
îòðåçêîâ (ïî ÷èñëó êðèòåðèåâ), êàæäûé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó
êðèòåðèþ. Äëÿ âèçóàëèçèðóåìîé êðèòåðèàëüíîé òî÷êè íà êàæäîì èç îòðåç-
êîâ îòìå÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ, à çàòåì ïðîâîäèòñÿ
ëîìàíàÿ ëèíèÿ, êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîé òî÷êå,
íà ñìåæíûõ îòðåçêàõ (ñì. ðèñ. 13.2).

Èçó÷àÿ êðèòåðèàëüíûå òî÷êè, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå ëîìàíûõ, ËÏÐ
ìîæåò ñðàâíèòü ýòè òî÷êè äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà êðèòåðèåâ (äî íåñêîëüêèõ
äåñÿòêîâ). Â òî æå âðåìÿ, òðóäíî ñðàâíèòü ìåæäó ñîáîé áîëåå äþæèíû
òî÷åê, òàê ÷òî äîìèíèðóåìûå òî÷êè ðàçóìíî îòñåèâàòü çàðàíåå è íå èçîá-
ðàæàòü.

Äëÿ òîãî ÷òîáû óïðîñòèòü èññëåäîâàíèå, ìîæíî îòäåëüíûå íàèáîëåå èí-
òåðåñíûå òî÷êè èçîáðàçèòü ëîìàíûìè ÿðêèõ öâåòîâ íà ôîíå îäíîöâåòíûõ
ëîìàíûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îñòàëüíûì òî÷êàì. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ðàñ-
ñìîòðåòü íåñêîëüêî ëîìàíûõ íà ôîíå îñòàëüíûõ.

�¨á. 13.2.

Ðàäàðíûå äèàãðàììû

Ìåòîä ðàäàðíûõ äèàãðàìì ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ìåòîäà ïàðàëëåëü-
íûõ îòðåçêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå îòðåçêè íàïðàâëåíû â ðàçíûå ñòîðîíû, ÷òî, ïî
íàøåìó ìíåíèþ, òîëüêî çàòðóäíÿåò èññëåäîâàíèå, õîòÿ, êîíå÷íî, âûãëÿäèò
áîëåå ýôôåêòíî (ñì. ðèñ. 13.3). Âñå çàìå÷àíèÿ, âûñêàçàííûå îòíîñèòåëüíî
ìåòîäà ïàðàëëåëüíûõ îòðåçêîâ, âåðíû è â ñëó÷àå ðàäàðíûõ äèàãðàìì.
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�¨á. 13.3.

Ïîäâîäÿ èòîã, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ãðàôè÷åñêèå ìåòîäû ïðåäñòàâëåíèÿ
êîíå÷íîãî ÷èñëà àëüòåðíàòèâ ïðè m > 2 ïðèãîäíû äëÿ àíàëèçà îòíîñè-
òåëüíî íåáîëüøîãî ÷èñëà àëüòåðíàòèâ. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå, åñëè ÷èñëî
íåäîìèíèðóåìûõ àëüòåðíàòèâ ïðåâîñõîäèò 10, îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ËÏÐ â
âèäå ñïèñêà, êîòîðûé íàðÿäó ñî çíà÷åíèÿìè êðèòåðèåâ äëÿ òàêèõ àëüòåð-
íàòèâ ìîæåò ñîäåðæàòü è îïèñàíèå ñàìèõ àëüòåðíàòèâ. Ïî àíàëîãèè òàêèì
ïîäõîäîì, çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè ãðàíèöû Ïàðåòî äëÿ
çàäà÷ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ðåøåíèé íàïðàâëåíà íà åå àïïðîêñèìàöèþ êî-
íå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê, êîòîðûå çàòåì ïðåäñòàâëÿþòñÿ ËÏÐ â âèäå ñïèñêà.

13.2. Àïïðîêñèìàöèÿ ãðàíèöû Ïàðåòî
êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê

Ðàññìîòðèì ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè ãðàíèöû Ïàðåòî êîíå÷íûì ÷èñëîì
òî÷åê ïðè áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå X. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Îíè áàçèðóþòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè âåñîâ, îãðàíè÷åíèé
èëè öåëåé, à òàêæå íà íåêîòîðûõ äðóãèõ èäåÿõ.

Èñïîëüçîâàíèå âåñîâ

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ çàäà÷ó ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìè-
çàöèè (11.1). Èç òåîðèè ñâåðòîê ñëåäóåò, ÷òî, ïðè çàäàííîì âåêòîðå λ > 0,
ðåøàÿ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

〈λ, y〉 → max (13.1)

y = Cx, x ∈ X, (13.2)

ìîæíî íàéòè òî÷êó ãðàíèöû Ïàðåòî. Ìåíÿÿ λ ∈ Rm, λ > 0, ìîæíî íàéòè
âñå íåäîìèíèðóåìûå âåðøèíû è ãðàíè. Âïåðâûå ýòó èäåþ ñôîðìóëèðîâàëè
èçâåñòíûå àìåðèêàíñêèå ó÷åíûå Ñ. Ãàññ è Ò. Ñààòè â 1955 ãîäó äëÿ ñëó÷àÿ
äâóõ êðèòåðèåâ. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ïàðåòîâà ãðàíèöà äëÿ ëèíåé-
íîé çàäà÷è ïðè m = 2 åñòü ëîìàíàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà âåðøèí,
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ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé ðåáðàìè. ×òîáû åå íàéòè, äîñòàòî÷íî íàéòè âñå
íåäîìèíèðóåìûå âåðøèíû è ñîåäèíèòü ñîñåäíèå âåðøèíû îòðåçêàìè ïðÿ-
ìîé.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ âåðøèí Ñ. Ãàññ è Ò. Ñààòè ïðåäëîæèëè ðåøèòü
çàäà÷ó ïàðàìåòðè÷åñêîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

λy1 + (1− λ)y2 → max
y = Cx, Ax 6 b,

ãäå λ � ïàðàìåòð, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ 0 6 λ 6 1. Ðåøåíèå
çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñîñòîèò â ïîñëåäî-
âàòåëüíîì ïîèñêå òàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò
ïåðåõîä èç âåðøèíû â âåðøèíó, à òàêæå â ðàñ÷åòå íîâûõ âåðøèí. Áëàãî-
äàðÿ ýòîìó óäàåòñÿ îãðàíè÷èòüñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ
âìåñòî ðàññìîòðåíèÿ åãî âñåâîçìîæíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé.

Ðåøåíèå çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ

çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïðè λ1 = 1 è íàõîäèòñÿ y
(0)
1 = max

x∈X
y1. Ïðè ýòîì y

(0)
2

ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ y2, êîòîðîå ìîæåò áûòü íàéäåíî ïðè ðåøå-
íèè ýòîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè. Çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ òàêîå ÷èñëî 0 < λ < 1,
ïðè êîòîðîì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïåðåõîäèò â ñîñåäíþþ íåäîìèíèðóåìóþ

âåðøèíó y(1), è íàõîäèòñÿ ýòà âåðøèíà. ßñíî, ÷òî y
(1)
1 < y

(0)
1 è y

(1)
2 > y

(0)
2 .

Ýòó îïåðàöèþ ìîæíî ëåãêî îñóùåñòâèòü â ðàìêàõ ñèìïëåêñ-ìåòîäà ðåøå-
íèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äàëåå íàõîäèòñÿ ìåíüøàÿ âåëè-
÷èíà λ, ïðè êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä èç y(1) â íåêîòîðóþ ñîñåäíþþ
íåäîìèíèðóåìóþ âåðøèíó y(2), è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëü-
íî íàõîäÿòñÿ âñå íåäîìèíèðóåìûå âåðøèíû. Ñîñåäíèå âåðøèíû ñîåäèíÿ-
þòñÿ îòðåçêàìè ïðÿìîé. Â 1955 ã. òàêàÿ ãðàíèöà èçîáðàæàëàñü íà áóìàãå,
â íàñòîÿùåå âðåìÿ � íà ýêðàíå êîìïüþòåðà. ËÏÐ ïîëó÷àåò ïðåäñòàâëåíèå
î âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ êðèòåðèåâ è, ãëàâíîå, î òîì, íà êàêóþ âåëè÷èíó
òðåáóåòñÿ óõóäøèòü çíà÷åíèå îäíîãî èç êðèòåðèåâ äëÿ òîãî ÷òîáû óëó÷-
øèòü çíà÷åíèå äðóãîãî (òàê íàçûâàåìîå îáúåêòèâíîå, èëè êðèòåðèàëüíîå
çàìåùåíèå, ïî-àíãëèéñêè � objective tradeo�). Êðèòåðèàëüíîå çàìåùåíèå
ìîæíî ëåãêî îöåíèòü â ëþáîé òî÷êå ãðàíèöû Ïàðåòî, ïðîñòî âçãëÿíóâ íà
åå èçîáðàæåíèå.

Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûé äâóõêðèòåðèàëüíûé ìåòîä íàøåë ñâîèõ ïîñëå-
äîâàòåëåé, è â íàñòîÿùåå âðåìÿ åãî èñïîëüçîâàíèå ìîæíî ÷àñòî âñòðåòèòü
â ïðèêëàäíûõ, îñîáåííî ýêîëîãî-ýêîíîìè÷åñêèõ, èññëåäîâàíèÿõ.

Â 70-õ ãîäàõ XX âåêà ïîÿâèëîñü îáîáùåíèå ýòîé èäåè íà ñëó÷àé m > 2.
Îòìåòèì, ÷òî ðåøèâ ïðè çàäàííîì âåêòîðå λ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ (13.1)�(13.2), ìû ïîëó÷èì òî÷êó ãðàíèöû Ïàðåòî, êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ íåäîìèíèðóåìîé âåðøèíîé ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà Y . Ìîæíî ëåã-
êî ñôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåäîìèíèðóåìîñòè
âåðøèíû ìíîæåñòâà Y , êîòîðîå äàåò âîçìîæíîñòü ââåñòè ïîíÿòèå ýôôåê-
òèâíîãî áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè âñå íåäîìè-
íèðóåìûõ âåðøèíû, íóæíî ïåðåáðàòü ýôôåêòèâíûå áàçèñû. Ìåòîä èìååò
ñëåäóþùèå ýòàïû:
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1) íàõîäèòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ íåäîìèíèðóåìàÿ âåðøèíà y(0) ∈ P (Y ),

2) íàõîäÿòñÿ ñîñåäíèå âåðøèíû â Rm,

3) âûÿñíÿåòñÿ, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè íåäîìèíèðóåìûìè è íå áûëè ëè ðàñ-
ñìîòðåíû ðàíåå,

4) åñëè ñðåäè íèõ åñòü íîâàÿ íåäîìèíèðóåìàÿ âåðøèíà, îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïåðåõîä â ýòó âåðøèíó.

Â îòëè÷èå îò äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ, çäåñü âîçíèêàþò íåîäíîçíà÷íîñòü âû-
áîðà ñîñåäíåé âåðøèíû è âîïðîñ î òîì, êàêèì îáðàçîì îáîéòè âñå âåðøè-
íû. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, îñîáåííî
ó÷èòûâàÿ íåèçáåæíûå îøèáêè îêðóãëåíèÿ. Ìû íå áóäåì óãëóáëÿòüñÿ â ýòè
âîïðîñû, ïîäðîáíî ðàññìîòðåííûå â êíèãå [14].

Îñòàíîâèìñÿ íà ïðîáëåìå èíôîðìèðîâàíèÿ ËÏÐ îá óæå íàéäåííîì ñïèñ-
êå âåðøèí. Îòìåòèì, ÷òî Ñ. Ãàññ è Ò. Ñààòè íàõîäèëè êàê âåðøèíû, òàê è
ðåáðà, ïðè÷åì ãðàíèöà Ïàðåòî èçîáðàæàëàñü öåëèêîì. Â ìíîãîìåðíûõ ìå-
òîäàõ îïèñàííîãî òèïà, îäíàêî, íàõîäÿòñÿ òîëüêî âåðøèíû, êîòîðûå ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ ËÏÐ â âèäå ñïèñêà. Íåäîñòàòîê òàêîãî ïîäõîäà ê èíôîðìèðîâà-
íèþ ËÏÐ ñîñòîèò â òîì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, íåâîçìîæíî èçó÷èòü ñïèñîê, âêëþ-
÷àþùèé â ñåáÿ ìíîãèå òûñÿ÷è íåäîìèíèðóåìûõ âåðøèí (à ÷èñëî âåðøèí
ïðåâîñõîäèò òûñÿ÷è óæå â ñàìûõ ïðîñòûõ çàäà÷àõ), è, âî-âòîðûõ, äëÿ ËÏÐ
âàæíû íå ñàìè âåðøèíû, à ôîðìà ãðàíèöû, ò.å. êðèòåðèàëüíîå çàìåùåíèå,
êîòîðîå íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç òàêîãî ñïèñêà. Äàëåå, âåðøèíû îáû÷íî
ðàñïîëîæåíû íåðàâíîìåðíî, òàê ÷òî îíè ìîãóò íå äàâàòü ïðåäñòàâëåíèÿ î
çíà÷åíèÿõ êðèòåðèåâ íà âñåé ãðàíèöå Ïàðåòî. Äëÿ òîãî ÷òîáû èñïðàâèòü
íåäîñòàòêè ìåòîäà, áûëî ïðåäëîæåíî ïî íàéäåííûì âåðøèíàì âûÿñíÿòü,
êàêèå èç íèõ ëåæàò íà îäíîé ãðàíè, è âûïèñûâàòü óðàâíåíèÿ ìíîãîìåðíûõ
ãðàíåé. Àâòîðû òàêîé èäåè íàäåÿëèñü, ÷òî áëàãîäàðÿ ýòîìó ËÏÐ ñìîæåò
ïîëó÷èòü áîëåå ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ãðàíèöå Ïàðåòî. Ñ ýòèì òðóäíî ñî-
ãëàñèòüñÿ � ïîíèìàíèå ãðàíèöû Ïàðåòî, ïðåäñòàâëåííîé â ôîðìå ñîâîêóï-
íîñòè ìíîãîìåðíûõ ãðàíåé, ÷ðåçâû÷àéíî çàòðóäíèòåëüíî äëÿ ËÏÐ. Äàæå
â ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî ìàëîãî ÷èñëà âåðøèí è ãðàíåé (ñêàæåì, íå áîëåå
íåñêîëüêèõ ñîòåí) àíàëèç òàêîé èíôîðìàöèè ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæåí.

Ïîäõîä íà îñíîâå îãðàíè÷åíèé

Çàäà÷ó ÌÊÎ îáùåãî òèïà (2.3) äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ïðèm = 2. Ïóñòü
ìíîæåñòâî èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 13.4. Ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ
çàäà÷è ñêàëÿðíîé îïòèìèçàöèè íàõîäÿòñÿ òî÷êà y0 = (y0

1 , y
0
2), ÿâëÿþùàÿ-

ñÿ êðèòåðèàëüíîé òî÷êîé ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì êðèòåðèÿ
y1 è òî÷êà y

2 = (y2
1 , y

2
2), ÿâëÿþùàÿñÿ êðèòåðèàëüíîé òî÷êîé ñ ìàêñèìàëüíî

âîçìîæíûì çíà÷åíèåì êðèòåðèÿ y2. Òîãäà èäåàëüíàÿ òî÷êà y
∗ = (y∗1 , y

∗
2) íà-

õîäèòñÿ êàê y∗1 = y0
1 , y
∗
2 = y2

2 . Îòðåçîê [y1
2 , y
∗
2 ], ñîäåðæàùèé ãðàíèöó Ïàðåòî,

ðàçáèâàåòñÿ íà K ÷àñòåé è ðåøàåòñÿ ñåðèÿ çàäà÷

y1 → max
y = ϕ(x), x ∈ X, y2 > ak,
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ãäå ak = y0
2 + k(y∗2 − y0

2)/K, k = 1, ...,K − 1. Ðåøàÿ êàæäóþ èç çàäà÷, ïî-
ëó÷àåì òî÷êó P (Y ). Äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì, ìîæíî íàéòè ñïèñîê òî÷åê,
àïïðîêñèìèðóþùèõ ãðàíèöó Ïàðåòî. Íà ðèñ. 13.4 âèäíî, ÷òî ðåøåíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ çàäà÷ ìîãóò ñîâïàäàòü, òàê ÷òî ÷èñëî íàéäåííûõ òî÷åê ìîæåò áûòü
ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî ðåøåííûõ çàäà÷. Ïðè æåëàíèè, ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó
îïòèìèçàöèè âòîðîãî êðèòåðèÿ ïðè âàðüèðîâàíèè çíà÷åíèÿ ïåðâîãî è ïî-
ëó÷èòü äîïîëíèòåëüíûå òî÷êè.

�¨á. 13.4.

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ïðåæäå âñåãî íàäî ðåøèòü ïðîáëåìó íàõîæäåíèÿ
ïàðàëëåëåïèïåäà, ñîäåðæàùåãî ãðàíèöó Ïàðåòî. Â îòëè÷èå îò äâóìåðíîãî
ñëó÷àÿ, çäåñü óæå íåäîñòàòî÷íî ðåøèòü m çàäà÷ îïòèìèçàöèè îòäåëüíûõ
êðèòåðèåâ, ïîñêîëüêó â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ãðàíèöà Ïàðåòî ìîæåò âûé-
òè çà ïðåäåëû ïàðàëëåëåïèïåäà, çàäàííîãî ðåøåíèÿìè çàäà÷ îïòèìèçàöèè
îòäåëüíûõ êðèòåðèåâ.

Ïóñòü ýòà ñëîæíàÿ çàäà÷à ðåøåíà è íàéäåíà òàêàÿ òî÷êà y∗∗, ÷àñòî íà-
çûâàåìàÿ íàäèðîì, ÷òî [y∗∗, y∗] � ìèíèìàëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, ñîäåð-
æàùèé ãðàíèöó Ïàðåòî. Äàëåå îïòèìèçèðóåòñÿ îäèí êðèòåðèé (íàïðèìåð,
ïåðâûé), à îãðàíè÷åíèÿ íà îñòàëüíûå âàðüèðóþòñÿ. Êàê è â äâóõìåðíîì
ñëó÷àå, ìîæíî ïîî÷åðåäíî îïòèìèçèðîâàòü çíà÷åíèÿ êàæäîãî èç êðèòåðè-
åâ, âàðüèðóÿ çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ. Â èòîãå íàõîäèòñÿ ñïèñîê òî÷åê íåäî-
ìèíèðóåìîãî ìíîæåñòâà, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ËÏÐ. Îòìåòèì, ÷òî ïî-
ëó÷åííûå òî÷êè ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü ãðàíèöó Ïàðåòî î÷åíü íåðàâíîìåðíî.
Ñëîæíîñòü ïîíèìàíèÿ èíôîðìàöèè ËÏÐ, ïðåäñòàâëåííîé â âèäå äëèííî-
ãî ñïèñêà íåäîìèíèðóåìûõ òî÷åê, òàêæå çàòðóäíÿåò èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà
îãðàíè÷åíèé ïðè m > 2.

Âåñà â íåëèíåéíîì ñëó÷àå

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à ρλ(y, y∗)→ min, y = ϕ(x), x ∈ X. Â êà÷åñòâå ôóíê-
öèè ρλ(y, y∗) ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, âçâåøåííóþ ôóíêöèþ ×åáûøåâà

ρ(y, y∗) = max
i=1,...,m

λi|y∗i − yi|.
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Íà ìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ âåñîâ λi, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà åäèíèöå,
âûáèðàåòñÿ ñåòêà è ðåøàåòñÿ çàäà÷à äëÿ âñåõ òî÷åê ñåòêè, â ðåçóëüòàòå
÷åãî íàõîäèòñÿ áîëüøîå ÷èñëî íåäîìèíèðóåìûõ òî÷åê. Âàæíî, ÷òî ýòîò ìå-
òîä ïðèãîäåí è â ñëó÷àå íåëèíåéíûõ íåâûïóêëûõ ìîäåëåé. Â ýòîì ïîäõîäå
òàêæå âîçíèêàþò ïðîáëåìû íåðàâíîìåðíîñòè ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê è ñëîæ-
íîñòè ïîíèìàíèÿ ËÏÐ èíôîðìàöèè â âèäå îãðîìíîãî ñïèñêà. Îòìåòèì, ÷òî
â ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ ðåøåíèå äàæå îäíîé çàäà÷è (ò.å. ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ âåñàõ) ìîæåò âûçûâàòü çàòðóäíåíèå. Ýòî çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ
è ê ìåòîäó îãðàíè÷åíèé.

Äðóãèå èäåè

Ñðåäè äðóãèõ ïîäõîäîâ ñëåäóåò îòìåòèòü ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïîêðû-
òèè ìíîæåñòâà X øàðàìè ïåðåìåííîãî ðàäèóñà, ðàñ÷åòå âåêòîð-ôóíêöèè
ϕ(x) â öåíòðàõ øàðîâ è âûáîðå íåäîìèíèðóåìûõ êðèòåðèàëüíûõ òî÷åê.
Ðàäèóñû øàðîâ ïîêðûòèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè Ëèïøèöà ôóíêöèé
ϕi(x), i = 1, ...,m. Òàêèå ìåòîäû ïðèìåíèìû ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ðàç-
ìåðíîñòÿõ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé è ïðè íàëè÷èè îöåíîê êîíñòàíò Ëèïøèöà,
÷òî íå âñåãäà âîçìîæíî. Êàê è â äðóãèõ ìåòîäàõ, ïîëó÷àåìûé ñïèñîê êðè-
òåðèàëüíûõ òî÷åê ìîæåò âûçâàòü çàòðóäíåíèÿ ó ËÏÐ.
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Ãëàâà14. Àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìûõ
êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ è åãî ÎÝÏ

Â ýòîì è ñëåäóþùåì ïàðàãðàôàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä ê âèçóàëè-
çàöèè ìíîãîìåðíîé (m > 2) ãðàíèöû Ïàðåòî íà îñíîâå ïðåäâàðèòåëüíîé
àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà äîñòèæèìûõ êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ èëè åãî
ÎÝÏ. Ýòîò ïîäõîä îïèñàí ïîäðîáíî â êíèãå [11]. Ïîäõîä ñîñòîèò â àïïðîê-
ñèìàöèè ìíîæåñòâ â äîñòàòî÷íî ïðîñòîì âèäå. Äàëåå äâóìåðíûå ñå÷åíèÿ
àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ áûñòðîé äèàëîãîâîé âèçóàëèçàöèè ãðà-
íèöû Ïàðåòî.

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîáëåìû àïïðîêñèìàöèè. ßñíî,
àïïðîêñèìàöèÿ ìíîãîìåðíûõ ìíîæåñòâ òðåáóåò ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ â âû-
ïóêëîì è íåâûïóêëîì ñëó÷àÿõ. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ýòè ñëó÷àè ðàçäåëüíî
� ñíà÷àëà âûïóêëûé ñëó÷àé, à çàòåì óæå íåâûïóêëûé.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà àïïðîêñèìèðóåìûå ìíîæåñòâà âûïóêëû, îáû÷íî
óäàåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè ëèíåéíîé ñâåðòêè êðèòåðèåâ:

〈c, y〉 → max, y = ϕ(x), x ∈ X.

Äëÿ ëèíåéíûõ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷, íàïðèìåð, òàêàÿ çàäà÷à ñêàëÿð-
íîé îïòèìèçàöèè ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðè ïðàêòè÷åñêè ëþáîé ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé. Ïðè åå ðåøåíèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàñ÷åò çíà÷åíèÿ
îïîðíîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà Y = ϕ(X) ⊂ Rm äëÿ íàïðàâëåíèÿ c ∈ Rm, ò.å.
âû÷èñëåíèå ôóíêöèè

gY (c) = max
y∈Y
〈c, y〉 .

Ïðè ðàñ÷åòå îïîðíîé ôóíêöèè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ‖c‖ = 1.

14.1. Î ïîëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìàöèè âûïóêëûõ
êîìïàêòíûõ òåë

Íàïîìíèì, ÷òî ïîä ïîëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìàöèåé âûïóêëîãî ìíîæå-
ñòâà ïîíèìàþò ïîèñê òàêèõ ìàòðèöû G è âåêòîðà g, ÷òî ìíîæåñòâî ðå-
øåíèé ñèñòåìû Gy 6 g äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàåò àïïðîêñèìèðóåìîå
ìíîæåñòâî. Èíòåíñèâíàÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ïîëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìà-
öèè âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî âûïóêëûå ìíîæåñòâà ÷àñòî
âñòðå÷àþòñÿ â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî äîñòèæèìûõ
êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ âûïóêëî â ëèíåéíûõ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà-
÷àõ, èìåþùèõ âåñüìà øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ýêîíîìè÷åñêèõ è ýêîëîãè÷å-
ñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Âàæíî, ÷òî âîïðîñ îá àïïðîêñèìàöèè âûïóêëûõ òåë
äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åí òåîðåòè÷åñêè. Â ÷àñòíîñòè, ðàçðàáîòàíû ìåòîäû
ïîëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìàöèè âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ òåë, àñèìïòîòè÷åñêè
îïòèìàëüíûå ïî ïðîñòîòå ïîñòðîåííîé àïïðîêñèìàöèè è ÷èñëó èçìåðåíèé
õàðàêòåðèñòèê àïïðîêñèìèðóåìîãî ìíîæåñòâà.
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Êðîìå âîçìîæíîñòè ïîäñ÷èòàòü çíà÷åíèå îïîðíîé ôóíêöèè, ïðè ïîëèýä-
ðàëüíîé àïïðîêñèìàöèè óäîáíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî àïïðîêñèìèðóåìîå ìíî-
æåñòâî êîìïàêòíî è òåëåñíî. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðàññìîòðåòü âîïðîñ î
ïîëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìûõ êðèòåðèàëüíûõ âåê-
òîðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ìíîãîìåðíûìè âûïóêëûìè êîìïàêòíûìè òåëàìè (ÂÊÒ),
äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèå îïîðíîé ôóíêöèè äëÿ ëþáîãî íîð-
ìèðîâàííîãî âåêòîðà c ∈ Rm. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà-
÷ó àïïðîêñèìàöèè ÂÊÒ, àáñòðàãèðóÿñü îò òîãî ôàêòà, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò
çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè. Áëàãîäàðÿ ýòîìó îïèñûâàåìàÿ
ìåòîäèêà ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ ðåøåíèÿ è äðóãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Àïïðîêñèìàöèÿ ÂÊÒ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ ðàñòóùèì ÷èñëîì âåð-
øèí. Òî÷íåå ãîâîðÿ, äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ èòåðàöèîííûå ìåòîäû àïïðîê-
ñèìàöèè ìíîãîìåðíîãî ÂÊÒ, ïîä êîòîðûìè ïîíèìàþòñÿ òàêèå ìåòîäû ïî-
ñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òåëåñíûõ ìíîãîãðàííèêîâ P 0, P 1, ..., P k, ... ñ
ðàñòóùèì ÷èñëîì âåðøèí, â êîòîðûõ ïîñëåäóþùèé ìíîãîãðàííèê ñòðîèòñÿ
íà îñíîâå ïðåäûäóùåãî ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñ÷åòîâ îïîðíîé ôóíêöèè àï-
ïðîêñèìèðóåìîãî ìíîæåñòâà Y . Ïðè ýòîì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå ìå-
òîäû, ÷òî

h(PN , Y )→ 0,

ãäå h(A1, A2) � ìåòðèêà Õàóñäîðôà, îïðåäåëåííàÿ â �6. Âàæíûì îòëè÷èåì
ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè, îñíîâàííûõ íà ïîñòðîåíèè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãîãðàííèêîâ, îò ìåòîäîâ ïðèáëèæåííîãî îïèñàíèÿ ñ
ïîìîùüþ îòäåëüíî âçÿòûõ âûïóêëûõ òåë, ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü àïïðîêñè-
ìàöèè ÂÊÒ ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. Çà ýòî ïðåèìóùåñòâî, îäíàêî, ïðè-
õîäèòñÿ ïëàòèòü äîðîãîé öåíîé: êàê ïîêàçûâàþò ïðàêòèêà è òåîðåòè÷åñêèå
îöåíêè, ñëîæíîñòü îïèñàíèÿ àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîãîãðàííèêà áûñòðî
ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè è ðîñòîì ðàçìåðíîñòè àï-
ïðîêñèìèðóåìîãî òåëà. Òåì íå ìåíåå, ïðèõîäèòñÿ èäòè íà ïîñòðîåíèå àï-
ïðîêñèìèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî â ìíîãîêðèòåðè-
àëüíûõ çàäà÷àõ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ôîðìà ïàðåòîâîé ãðàíèöû àïïðîê-
ñèìèðóåìîãî ìíîæåñòâà, à íå òîëüêî îáëàñòü, ãäå ýòî ìíîæåñòâî íàõîäèò-
ñÿ. Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ñâÿçàíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ
ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ, îïòèìàëüíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ñëîæíîñòè îïèñàíèÿ àï-
ïðîêñèìèðóþùèõ ìíîãîãðàííèêîâ. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó êàæäîå âû÷èñ-
ëåíèå îïîðíîé ôóíêöèè àïïðîêñèìèðóåìîãî òåëà ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî
ñëîæíûì è òðåáîâàòü áîëüøîãî âðåìåíè, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ìåòîäû,
îïòèìàëüíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷èñëà âû÷èñëåíèé îïîðíîé ôóíêöèè.

Òàêîé ïîäõîä ðàçóìåí äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà àïïðîêñèìèðóåìîå ìíî-
æåñòâî ñàìî ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì, ïîñêîëüêó çà íåáîëüøîå ÷èñëî øà-
ãîâ ìîæåò áûòü ïîñòðîåí àïïðîêñèìèðóþùèé ìíîãîãðàííèê ñî çíà÷èòåëüíî
ìåíüøèì ÷èñëîì âåðøèí.

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðàçëè÷àþòñÿ ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäóþùå-
ãî ìíîãîãðàííèêà ïî ïðåäûäóùåìó. Ðàññìîòðèì ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå òàê
íàçûâàåìóþ ñõåìó âîñïîëíåíèÿ. Â ýòîé ñõåìå èñïîëüçóåòñÿ ïîñòðîåíèå âíóò-
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ðåííèõ àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîãîãðàííèêîâ, âåðøèíû êîòîðûõ äîëæíû ïðè-
íàäëåæàòü ãðàíèöå FrY àïïðîêñèìèðóåìîãî òåëà Y .

Î÷åðåäíàÿ (k+1)-ÿ èòåðàöèÿ ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà ñõåìå âîñïîëíåíèÿ,
ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óæå ïîñòðîåí ìíîãîãðàííèê
P k).

(k+1)-ÿ èòåðàöèÿ

øàã 1. Íåêîòîðûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ òî÷êà ŷ ∈ FrY .

øàã 2. Ñòðîèòñÿ P k+1 = conv{ŷ, P k} â òðåáóåìîì âèäå.

Êîíêðåòíûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ñõåìå âîñïîëíåíèÿ, ðàçëè÷àþòñÿ ñïî-
ñîáàìè ðåøåíèÿ íà êàæäîì øàãå ñëåäóþùèõ çàäà÷:

1) ñïîñîáîì âûáîðà ïðèñîåäèíÿåìîé òî÷êè ŷ ∈ FrY ,
2) âèäîì çàäàíèÿ P k+1 = conv{ŷ, P k} è ñïîñîáîì åãî ïîñòðîåíèÿ â òðå-

áóåìîì âèäå.
Ñðåäè ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ñõåìå âîñïîëíåíèÿ, ìîæíî âûäåëèòü àäàï-

òèâíûå (àêòèâíûå) ìåòîäû, â êîòîðûõ ïðè âûáîðå òî÷êè ŷ ∈ FrY èñïîëüçó-
åòñÿ èíôîðìàöèÿ î ìíîãîãðàííèêå P k. Â ýòîì ñëó÷àå âûáîð ŷ àäàïòèðîâàí
ê ôîðìå Y â òîé ìåðå, â êàêîé P k àïïðîêñèìèðóåò Y . Àäàïòèâíûå ìåòîäû
ÿâëÿþòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûìè, íåæåëè íåàäàïòèâíûå (ïàññèâíûå), îñíî-
âàííûå, êàê ïðàâèëî, íà ðàñ÷åòå îïîðíîé ôóíêöèè äëÿ íåêîòîðîé àïðè-
îðíîé ñåòêè íà ñôåðå íàïðàâëåíèé è íå ó÷èòûâàþùèå êîíêðåòíóþ ôîð-
ìó àïïðîêñèìèðóåìîãî òåëà. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî ïðèìåðà àäàïòèâíûõ
èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðàññìîòðèì ìåòîä óòî÷íåíèÿ îöåíîê, ïîëó÷èâøèé
íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè.

14.2. Ìåòîä óòî÷íåíèÿ îöåíîê

Ìåòîä óòî÷íåíèÿ îöåíîê (ÓÎ) îñíîâàí íà ñõåìå âîñïîëíåíèÿ è èñïîëü-
çóåò òîò ôàêò, ÷òî àïïðîêñèìèðóþùèé ìíîãîãðàííèê ìîæåò áûòü çàäàí
äâóìÿ ñïîñîáàìè: êàê âûïóêëàÿ îáîëî÷êà âåðøèí è êàê ìíîæåñòâî ðå-
øåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Äëÿ âûáîðà ïðèñîåäèíÿåìîé òî÷êè
ŷ ∈ FrY ñ ó÷åòîì ôîðìû P k â ìåòîäå ÓÎ èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå P k â
âèäå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Äëÿ ýòîãî íà øà-
ãå 2 ìåòîäà âîñïîëíåíèÿ ðåøàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ
P k+1 = conv{ŷ, P k} â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Ïîñêîëüêó òàêàÿ
ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ íàõîäèòñÿ íà îñíîâå âåðøèí ìíîãîãðàííè-
êîâ, â ìåòîäå ÓÎ àïïðîêñèìèðóþùèé ìíîãîãðàííèê ñòðîèòñÿ ñðàçó â îáåèõ
âîçìîæíûõ ôîðìàõ � â âèäå âûïóêëîé îáîëî÷êè è â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ ïî-
ëóïðîñòðàíñòâ, çàäàâàåìûõ íåðàâåíñòâàìè. Äàäèì áîëåå òî÷íîå îïèñàíèå
ìåòîäà ÓÎ.

Ïåðåä íà÷àëîì (k + 1)-é èòåðàöèè äîëæåí áûòü ïîñòðîåí âûïóêëûé òå-
ëåñíûé ìíîãîãðàííèê P k ñ âåðøèíàìè, ïðèíàäëåæàùèìè ãðàíèöå àïïðîê-
ñèìèðóåìîãî òåëà Y . Ìíîãîãðàííèê P k äîëæåí áûòü òàêæå çàäàí âèäå ìíî-
æåñòâà ðåøåíèé íåêîòîðîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç U(P k) êîíå÷íîå ìíîæåñòâî åäèíè÷íûõ âíåøíèõ íîðìàëåé ê ãèïåðãðà-
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íÿì ìíîãîãðàííèêà P k. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî U(P k) çàäàíî, ïîñêîëüêó
ìíîãîãðàííèê P k çàäàí â âèäå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðà-
âåíñòâ.

(k+1)-ÿ èòåðàöèÿ

øàã 1. Íà îñíîâå ðàñ÷åòà (gY (u) − gPk(u)) äëÿ âñåõ u ∈ U(P k) íàõîäèòñÿ
òà íîðìàëü û ∈ U(P k), íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ

max
u∈U(Pk)

(gY (u)− gPk(u)) .

Â êà÷åñòâå ŷ âûáèðàåòñÿ òàêàÿ òî÷êà FrY , ÷òî 〈û, ŷ〉 = gY (û).

øàã 2. Îïðåäåëÿåòñÿ U(P k+1) íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ conv{ŷ, P k} â âèäå
ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.

Ìåòîä ÓÎ ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ðèñ. 14.1, íà êîòîðîì èçîáðàæåíû òåëî
Y , ìíîãîãðàííèêè P k è P k+1, à òàêæå âíåøíèé àïïðîêñèìèðóþùèé ìíî-
ãîãðàííèê P̂ k+1, ïîëó÷àåìûé ïîïóòíî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåä íà÷àëîì
ðàáîòû ìåòîäà çàäàí èñõîäíûé âûïóêëûé òåëåñíûé ìíîãîãðàííèê P 0 ñ âåð-
øèíàìè, ïðèíàäëåæàùèìè ãðàíèöå àïïðîêñèìèðóåìîãî òåëà. Ìåòîäû ïî-
ñòðîåíèÿ ìíîãîãðàííèêà P 0 çäåñü ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäóò.

Òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ìåòîäà ÓÎ ïîêàçàëî, ÷òî äëÿ òåë, èìåþùèõ
õîòÿ áû îäíó òî÷êó ãëàäêîñòè, ýòîò ìåòîä ñòðîèò ìíîãîãðàííèêè, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü êîòîðûõ îïòèìàëüíà ïî ïîðÿäêó ÷èñëà âåðøèí. Áûëè ïîëó÷å-
íû è áîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû î ñâîéñòâàõ ñõåì âîñïîëíåíèÿ âîîáùå è ìåòîäà
ÓÎ (ñì. [11]).

�¨á. 14.1.

Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ÓÎ îñíîâàíà íà ðåøåíèè êîíå÷-
íîãî ÷èñëà çàäà÷ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè (ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â
ñëó÷àå ëèíåéíûõ ìîäåëåé) íà øàãå 1 è íàõîæäåíèè âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíî-
ãîãðàííèêà P k è òî÷êè ŷ íà øàãå 2. Åñëè ïåðâàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ õîðîøî
èçó÷åííîé è äëÿ åå ðåøåíèÿ èìååòñÿ ñòàíäàðòíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå,
òî çàäà÷à, ðåøàåìàÿ íà âòîðîì øàãå, òðåáóåò îñîáîãî âíèìàíèÿ.
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14.3. Ïîñòðîåíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè òî÷êè è
ìíîãîãðàííèêà

Ðàññìîòðèì âòîðîé øàã ñõåìû âîñïîëíåíèÿ, ò.å. ïîñòðîåíèå
conv{ŷ, P k}. Îïèøåì íà òðåõìåðíîì ïðèìåðå îáùóþ ñõåìó ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è.

Ïóñòü èìååòñÿ ìíîãîãðàííèê ABCDEF, è òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ãðàíè âû-
ïóêëîé îáîëî÷êè ýòîãî ìíîãîãðàííèêà è òî÷êè G (ñì. ðèñ. 14.2 à). Íåòðóäíî
ïîíÿòü, ÷òî â ýòó íîâóþ âûïóêëóþ îáîëî÷êó âîéäóò âñå ãðàíè èñõîäíî-
ãî ìíîãîãðàííèêà, íå âèäèìûå èç òî÷êè G (ò.å. ABCD, BCE, CDE, DEF è
ADF), è íå âîéäóò ãðàíè, âèäèìûå èç òî÷êè G (ABF è BEF, çàøòðèõîâàí-
íûå íà ðèñ 14.2 à). Êðîìå òîãî, âûïóêëàÿ îáîëî÷êà áóäåò èìåòü íîâûå ãðàíè.
Ýòèìè íîâûìè ãðàíÿìè ÿâëÿþòñÿ ãðàíè ìèíèìàëüíîãî êîíóñà ñ âåðøèíîé
G, ñîäåðæàùåãî ìíîãîãðàííèê ABCDEF (ñì. ðèñ. 14.2 á).

Êàæäàÿ òàêàÿ íîâàÿ ãðàíü ëåæèò â ãèïåðïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ðåáðî ìíîãîãðàííèêà, ëåæàùåå íà ãðàíèöå ìåæäó âèäèìîé è íåâèäèìîé
(èç òî÷êè G) ÷àñòÿìè ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà. Ýòà ãðàíèöà ñîñòîèò èç
ðåáåð AB, BE, EF è FA. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ íîâàÿ ãðàíü âûïóêëîé
îáîëî÷êè ïðîõîäèò ÷åðåç ïåðåñå÷åíèå ïàðû ñîñåäíèõ ãðàíåé ìíîãîãðàííè-
êà, îäíà èç êîòîðûõ âèäèìà, à äðóãàÿ � íåâèäèìà èç òî÷êè G. Íàïðèìåð,
íîâàÿ ãðàíü BEG ïðîõîäèò ÷åðåç ðåáðî BE, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì
âèäèìîé ãðàíè BEF è íåâèäèìîé ãðàíè BCE.

�¨á. 14.2.

Îïèñàííàÿ ñõåìà ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëü-
íîé ðàçìåðíîñòè m, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ãðàíèöà ìåæäó âèäèìîé è íåâèäèìîé
èç òî÷êè G ÷àñòÿìè ìíîãîãðàííèêà â Rm ñîñòîèò èç ãðàíåé ðàçìåðíîñòè
m − 2. Ýòà ñõåìà ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîãîãðàííèêà è òî÷êè
÷àñòî íàçâàåòñÿ ìåòîäîì �ïîä-íàä� (�beneath-beyond�).

Äëÿ ðåàëèçàöèè ñõåìû �ïîä-íàä� òðåáóåòñÿ ðåøèòü òðè ïðîáëåìû: 1)
îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ãèïåðãðàíü âèäèìîé èç ïðèñîåäèíÿåìîé
òî÷êè; 2) îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè äâå ãèïåðãðàíè ñîñåäíèìè; 3) ïðåîá-
ðàçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå ìíîãîãðàííèêà ê íîâîìó âèäó. Ñïîñîáû ðåøåíèÿ
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ïåðå÷èñëåííûõ ïðîáëåì çàâèñÿò îò ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãîãðàííèêà è
îïðåäåëÿþò êîíêðåòíûé âèä ìåòîäà.

Ñïåöèôèêà ìåòîäà óòî÷íåíèÿ îöåíîê, òðåáóþùàÿ ïîëó÷èòü îïèñàíèå
âûïóêëîé îáîëî÷êè â âèäå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðà-
âåíñòâ, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ñõåìû �ïîä-íàä� â ìåòîäå ÓÎ ñâÿ-
çàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ñâåðòûâàíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.
Ìû íå ðàññìàòðèâàåì ýòîò ñëîæíûé âîïðîñ â äàííîì êóðñå (ñì. [11]).

Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè âûïóêëûõ òåë ìíîãîãðàííèêà-
ìè îêàçàëèñü íàäåæíûì ñðåäñòâîì àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà äîñòèæèìûõ
êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ â ñëó÷àå åãî âûïóêëîñòè, îãðàíè÷åííîñòè è ðàçóì-
íîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà êðèòåðèåâ (äî ñåìè-âîñüìè).

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä ÓÎ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíû è äëÿ àïïðîêñèìàöèè
ìíîæåñòâà YP . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü â êà÷åñòâå èñõîäíîãî àïïðîêñè-
ìèðóþùåãî ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà íåïîëîæèòåëüíûé îðòàíò ñ âåðøè-
íîé íà ãðàíèöå Ïàðåòî. Äàëåå âñå îïåðàöèè ïðîèçâîäÿòñÿ áåç èçìåíåíèÿ.
Âñå òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ òàêæå âåðíû â ýòîì
ñëó÷àå.

14.4. Ãèáðèäíûå ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè ÎÝÏ

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê íåâûïóêëûì íåëèíåéíûì çàäà÷àì. Îãðàíè÷èìñÿ çà-
äà÷åé àïïðîêñèìàöèè ÎÝÏ, íàèáîëåå âîñòðåáîâàííîé â ÌÊÎ. Äëÿ àïïðîê-
ñèìàöèè ÎÝÏ èñïîëüçóåòñÿ ãèáðèäíûé ìåòîä, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

• ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü çàäàíà â âèäå ÷åðíîãî ÿùèêà (ñêà-
æåì, âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäóëÿ, ñâîéñòâà êîòîðîãî íå ìîãóò áûòü èçó-
÷åíû àíàëèòè÷åñêè);

• äàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ îöåíêà êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè.

Â äàííîì ìåòîäå â êà÷åñòâå àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ ïðåäëàãàåò-
ñÿ èñïîëüçîâàòü ñîâîêóïíîñòü êîíóñîâ ñ âåðøèíàìè, áëèçêèìè ê ãðàíèöå
Ïàðåòî. Òî÷íåå ãîâîðÿ, àïïðîêñèìàöèÿ ÎÝÏ çàäàåòñÿ êîíå÷íîé ñîâîêóïíî-
ñòüþ T òî÷åê ìíîæåñòâà Y , â êàêîé-òî ñòåïåíè áëèçêèõ ê ãðàíèöå Ïàðåòî.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìíîãîêðèòåðèàëüíîé ìèíèìèçàöèè. Òîãäà ìíîæåñòâî

T ∗ = ∪{y + Rm+ : y ∈ T}

çàäàåò âíóòðåííþþ àïïðîêñèìàöèþ ìíîæåñòâà Y ∗ . Íà ðèñ. 14.3 èçîáðà-
æåíû èäåàëüíàÿ òî÷êà y∗, ãðàíèöà Ïàðåòî P (Y ), ÷åòûðå òî÷êè åå àïïðîê-
ñèìàöèè, à òàêæå ìíîæåñòâî T ∗, çàäàííîå îáúåäèíåíèåì êîíóñîâ ñ âåðøè-
íàìè â ýòèõ òî÷êàõ. Çàìåòèì, ÷òî T ∗ ÿâëÿåòñÿ ÎÝÏ ñîâîêóïíîñòè òî÷åê
èç T (çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé ìèíèìèçàöèè).
Èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà T ∗ ïîçâîëÿåò îñóùå-
ñòâèòü àïïðîêñèìàöèþ è âèçóàëèçàöèþ íåâûïóêëîé ÎÝÏ.
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�¨á. 14.3.

Âàæíåéøàÿ îñîáåííîñòü îïèñûâàåìîãî ìåòîäà � èñïîëüçîâàíèå âåðîÿò-
íîñòíûõ îöåíîê êà÷åñòâà òåêóùåé àïïðîêñèìàöèè. Èìåííî ýòî ïîçâîëÿåò
îòêàçàòüñÿ îò èñïîëüçîâàíèÿ èíôîðìàöèè äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà àïïðîêñè-
ìàöèè. Ïîýòîìó íà÷íåì èçëîæåíèå ñ ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ
êà÷åñòâà òåêóùåé àïïðîêñèìàöèè ÎÝÏ, à òîëüêî çàòåì ïåðåéäåì ê ìåòîäàì
àïïðîêñèìàöèè è âèçóàëèçàöèè. Â çàêëþ÷åíèå êðàòêî îáñóäèì ïåðñïåêòèâû
èñïîëüçîâàíèÿ îïèñàííûõ ìåòîäîâ â ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñèñòåìàõ.

Ñòàòèñòè÷åñêîå îöåíèâàíèå êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè ÎÝÏ

Èòàê, íà÷íåì ñ âîïðîñà îá îöåíèâàíèè êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè ìíîæå-
ñòâà Y ∗ ìíîæåñòâîì T ∗. Ïðåæäå âñåãî, ñôîðìóëèðóåì òðåáîâàíèÿ ê îöåíêå
êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè. Âî-ïåðâûõ, ýòà îöåíêà äîëæíà áûòü ìîíîòîííîé,
ò.å. åñëè âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ T ∗2 áîëåå òî÷íà, ÷åì T ∗1 äëÿ T ∗1 ⊂ T ∗2 ,
òî îöåíêà êà÷åñòâà T ∗2 äîëæíà áûòü âûøå, ÷åì äëÿ T ∗1 . Âî-âòîðûõ, îíà
äîëæíà áûòü äåéñòâåííîé, ò.å. ðàçëè÷àòü õîðîøèå è ïëîõèå àïïðîêñèìà-
öèè. Â-òðåòüèõ, îöåíêà äîëæíà áûòü ðåàëèçóåìà â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ.

Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé îöåíêè êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçóåòñÿ âåëè-
÷èíà ïîëíîòû àïïðîêñèìàöèè. Ïîä ïîëíîòîé ηT íåêîòîðîé àïïðîêñèìàöèè
T ∗ ìíîæåñòâà Y ∗, çàäàííîé áàçîé T , áóäåì ïîíèìàòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
èç x ∈ X ñëåäóåò ϕ(x) ∈ T ∗. Óñëîâèå

ηT > η (14.1)

îçíà÷àåò, ÷òî â àïïðîêñèìàöèè T ∗ ïðåäñòàâëåíà íå ìåíåå ÷åì η-ÿ äîëÿ ìíî-
æåñòâà X (ò.å. ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ η , 0 < η < 1, ìíîæåñòâî T ∗ íå
î÷åíü áåäíî ïî ñðàâíåíèþ ñ Y ∗). Çàäà÷à îöåíêè êà÷åñòâà T ∗ ìîæåò áûòü
ñôîðìóëèðîâàíà êàê ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (14.1) ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì ÷èñëå η < 1.

Îöåíêà ïîëíîòû àïïðîêñèìàöèè â ìåòîäå ïðîâîäèòñÿ ýìïèðè÷åñêè, íà
îñíîâå ãåíåðèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ òî÷åê èç X, ïîýòîìó òàêàÿ ïðîâåðêà ìî-
æåò ãàðàíòèðîâàòü âûïîëíåíèå óòâåðæäåíèÿ (14.1) òîëüêî ñ îïðåäåëåííîé
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âåðîÿòíîñòüþ χ < 1. Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî (14.1) ðàññ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî η,
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ îöåíêà

P{ηT > η} > χ, (14.2)

ãäå 0 < χ < 1. Âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, êàê âûáðàòü ÷èñëî N ñëó÷àéíûõ òî÷åê
x ∈ X, ÷òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó òèïà (14.2) äëÿ çàäàííîãî χ. Ðàññìîòðèì
ýòîò âîïðîñ ïîäðîáíåå.

Ïóñòü èñïîëüçóåòñÿ âûáîðêà HN = {x1, . . . , xN}, ñîñòîÿùàÿ èç N ñëó-
÷àéíûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ òî÷åê ìíîæåñòâà X. Ïóñòü ηNT = n/N ,
ãäå n � ÷èñëî òàêèõ ýëåìåíòîâ âûáîðêè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷å-
íèå ϕ(x) ∈ T ∗. Âåëè÷èíà âûáîðî÷íîé ïîëíîòû àïïðîêñèìàöèè ηNT ÿâëÿåòñÿ
íåñìåùåííîé îöåíêîé ïîëíîòû àïïðîêñèìàöèè ηT . Îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû
η è ÷èñëà N ñëó÷àéíûõ òî÷åê x ∈ X, äîñòàòî÷íûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè
(14.2), ìîæåò áûòü îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 14.1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

P{ηT > ηNT −∆(χ,N)} > χ,

ãäå
∆(χ,N) = [ln(1− χ)−1/(2N)]1/2. (14.3)

Ñìûñë ýòîé òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåëè÷èíà η îòëè÷àåòñÿ îò ηNT íà
âåëè÷èíó ∆(χ,N), ñâÿçàííóþ ñ âåëè÷èíîé N ñîãëàñíî (14.3). Åñëè çàäàòü
ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó ∆, òî ïî çàäàííîìó çíà÷åíèþ χ ìîæíî íàéòè
÷èñëî ãåíåðèðóåìûõ òî÷åê, äîñòàòî÷íîå äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè
� ýòî ìèíèìàëüíîå öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

N(∆, χ) > ln(1− χ)−1/(2∆2). (14.4)

Òàê, ñêàæåì, äëÿ ∆ = 0.1 è χ = 0.9 ôîðìóëà (14.4) äàåò N = 126, à äëÿ
∆ = 0.01 è χ = 0.99 ïîëó÷àåì N = 23026. Òàêèì îáðàçîì, ïîëüçîâàòåëü
èìååò øèðîêèå âîçìîæíîñòè âàðüèðîâàíèÿ ýòèõ âåëè÷èí â çàâèñèìîñòè îò
ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàñ÷åòà âåëè÷èíû êðèòåðèàëüíîãî âåêòîðà. Ïðè ýòîì
äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè íàðÿäó ñ èíòåðâàëüíîé îöåíêîé ïîë-
íîòû (14.2) ìîæíî ïðîñòî èñïîëüçîâàòü íåñìåùåííóþ îöåíêó âåëè÷èíû ηT ,

êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íàÿ ïîëíîòà àïïðîêñèìàöèè η
(N)
T . Äðóãàÿ ïîëåç-

íàÿ îöåíêà � ðàññòîÿíèå îò ñîâîêóïíîñòè ϕ(x), x ∈ HN , äî ìíîæåñòâà T
∗.

Ïóñòü òåïåðü ïðîñòðàíñòâî Rm íîðìèðîâàííîå, Q ⊂ Rm. Ñðàçó óòî÷íèì,
÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè y1 è y2 â ïðîñòðàíñòâå Rm â äàííîì ìåòîäå
õàðàêòåðèçóåòñÿ ìåòðèêîé

ρ(y1, y2) = max
i
{λi|y1

i − y2
i |},

ãäå λi � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå âåñà. Â ýòîì ñëó÷àå øàðû ïðîñòðàí-
ñòâà Rm ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäàìè ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì
êîîðäèíàò. Äëÿ ε > 0 ÷åðåç (Q)ε îáîçíà÷èì îòêðûòóþ ε-îêðåñòíîñòü ýòîãî
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ìíîæåñòâà. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ε > 0 ìîæíî îïðåäåëèòü âåëè÷èíó ηNT (ε),
ðàâíóþ äîëå òî÷åê x ∈ HN , äëÿ êîòîðûõ ϕ(x) ∈ (T ∗)ε. Ôóíêöèþ ηNT (ε) íà-
çîâåì ôóíêöèåé âûáîðî÷íîé ïîëíîòû àïïðîêñèìàöèè. Îíà õàðàêòåðèçóåò
êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè áîëåå ïîëíî, ÷åì ïðîñòî âåëè÷èíà ηNT = ηNT (0). Îò-
ìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ηNT (ε) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé ε
è ìîæåò áûòü ëåãêî ðàññ÷èòàíà. Ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ âåëè÷èíà εmax =
min{ε|ηNT (ε) = 1}, íàçûâàåìàÿ ðàäèóñîì ïîëíîãî ïîêðûòèÿ. Â êà÷åñòâå
îöåíêè êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè T ∗ ìîæíî âçÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðè
ðàçëè÷íûõ ε, íàïðèìåð ηNT (0), à òàêæå ðàäèóñ ïîëíîãî ïîêðûòèÿ.

Ïðè íåôîðìàëüíîì àíàëèçå êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè ïîëüçîâàòåëü ìî-
æåò ðàññìîòðåòü ãðàôèê ôóíêöèè ηNT (ε) öåëèêîì. Âåëè÷èíà ηNT (ε) ÿâëÿ-
åòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé âåëè÷èíû ηT (ε), ñìûñë êîòîðîé ñîñòîèò â òîì,
÷òî (1 − ηT (ε)) � âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ òî÷êè âíå ìíîæåñòâà (T ∗)ε ïðè
ãåíåðèðîâàíèè ñëó÷àéíûõ òî÷åê â ìíîæåñòâå X. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ
ηNT (ε) ïîêàçûâàåò, êàêèõ óñèëèé ñòîèò óëó÷øåíèå àïïðîêñèìàöèè ÎÝÏ ñ
ïîìîùüþ ãåíåðèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ òî÷åê.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå îïèñàííîé ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêè ïî-
êàçàëî åå ïðèãîäíîñòü â ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî ìàëîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà ðåøåíèé Rn è äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé ϕ. Â ñëó÷àå
áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé è (èëè) áûñòðî ìåíÿþùèõ-
ñÿ ôóíêöèé, êîãäà ìíîæåñòâî ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé èìååò èñêëþ÷èòåëü-
íî ìàëóþ ìåðó è íå ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ ãåíåðèðîâàíèÿ ñëó-
÷àéíûõ òî÷åê, âåëè÷èíà âûáîðî÷íîé ïîëíîòû àïïðîêñèìàöèè îêàçûâàåòñÿ
íåñïîñîáíîé ðàçëè÷àòü òî÷íûå è íåòî÷íûå àïïðîêñèìàöèè (ñêàæåì, îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ηNT (0) = 0 êàê äëÿ òî÷íûõ, òàê è äëÿ íåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé),
ò.å. îöåíêà íå ÿâëÿåòñÿ äåéñòâåííîé. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ìåòîäå â ñëó÷àå äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé èñïîëüçóåòñÿ àëüòåð-
íàòèâíàÿ îöåíêà êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè, ðàçâèâàþùàÿ îïèñàííûå èäåè,
íî â òî æå âðåìÿ äåéñòâåííàÿ êàê â ñëó÷àå áîëüøîé ðàçìåðíîñòè âåêòîðà
ðåøåíèé, òàê è â ñëó÷àå áûñòðî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé.

Êàê è ïðåæäå, ñãåíåðèðóåì âûáîðêó HN èç N ñëó÷àéíûõ ðàâíîìåð-
íî ðàñïðåäåëåííûõ òî÷åê ìíîæåñòâà X, à çàòåì ðåøèì òàêóþ çàäà÷ó ñêà-
ëÿðíîé îïòèìèçàöèè, ÷òî åå ðåøåíèå ïðèáëèæàåò âåêòîð ϕ(x) ê ãðàíèöå
Ïàðåòî. Çàìåíèì ðàññìîòðåíèå êîíêðåòíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè èçó÷åíèåì
îòîáðàæåíèÿ Φ : X → X, ñòàâÿùåãî â ñîîòâåòñòâèå ñëó÷àéíîé òî÷êå x ∈ X
íåêîòîðóþ òàêóþ �óëó÷øåííóþ� òî÷êó x′ ∈ X, ÷òî âåêòîð ϕ(x′) �áîëåå áëè-
çîê� ê P (Y ), ÷åì ϕ(x) (íàïðèìåð1), ϕ(x′) 6 ϕ(x)). Îïðåäåëèì âåëè÷èíó
ηNΦ (ε), ðàâíóþ äîëå òî÷åê x ∈ HN , äëÿ êîòîðûõ ϕ(Φ(x)) ∈ (T ∗)ε. Ôóíêöèÿ
ηNΦ (ε), íàçûâàåìàÿ îáîáùåííîé âûáîðî÷íîé ïîëíîòîé, òàêæå õàðàêòåðèçóåò
êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè, îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè è ìîæåò áûòü
ëåãêî ðàññ÷èòàíà. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîððåêòíî ïðåäïîëîæåíèå î ñóùå-
ñòâîâàíèè âåðîÿòíîñòè

ηΦ(ε) = P{x ∈ X ⇒ ϕ(Φ(x)) ∈ (T ∗)ε}, (14.5)

1)Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé ìèíèìèçàöèè.
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íà îñíîâå ηNΦ (ε) ìîæíî ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ηΦ(ε) ïðè
âñåõ ε > 0.

Ôóíêöèÿ ηNΦ (ε), ÿâëÿþùàÿñÿ âûáîðî÷íîé ïîëíîòîé àïïðîêñèìàöèè, èñ-
ïîëüçóåòñÿ òàêæå è ñàìà ïî ñåáå � îíà ëèáî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëüçîâàòåëþ â
âèäå ãðàôèêà, ëèáî ïðîñòî ïðîèñõîäèò àâòîìàòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà âåëè÷èíû
åå íåêîòîðûõ çíà÷åíèé, ñêàæåì ðàäèóñà ïîëíîãî ïîêðûòèÿ. Îòìåòèì, ÷òî
âåëè÷èíà 1− ηΦ(ε), ãäå ηΦ(ε) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (14.5), ïî-ïðåæíåìó
õàðàêòåðèçóåò âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ òî÷åê âíå ε-îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà
T ∗ â îïèñàííîì ïðîöåññå, ò.å. òðóäîåìêîñòü óëó÷øåíèÿ òåêóùåé àïïðîêñè-
ìàöèè. Ïðèìåðû ôóíêöèé ηNΦ (ε) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 14.4.

Ðåàëèçàöèÿ îòîáðàæåíèÿ Φ, êàê óæå ãîâîðèëîñü, ìîæåò áûòü îñíîâàíà
ðåøåíèè çàäà÷è ëîêàëüíîé îäíîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè, ãäå â êà÷åñòâå
öåëåâîé ôóíêöèè áåðåòñÿ íåêîòîðàÿ ñâåðòêà ψ(ϕ(x)) âåêòîðíîãî êðèòåðèÿ
ϕ(x). Îòìåòèì, ÷òî ñâåðòêà êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè ψ(y) ìîæåò áûòü âû-
áðàíà â ñîîòâåòñòâèè ñ âîçìîæíîñòÿìè è öåëÿìè ïîëüçîâàòåëÿ. Â ðåçóëü-
òàòå ïðèìåíåíèÿ ãðàäèåíòíîé ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàõîäèòñÿ
ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì x′ ∈ X, çàâèñÿùèé îò íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ HN .
Ïîëàãàåì x′ = Φ(x0).

Ëîãè÷åñêè íàèáîëåå ïîäõîäÿùåé ñâåðòêîé ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå îò òî÷êè
x′ äî ìíîæåñòâà T ∗, âåëè÷èíó êîòîðîé ñëåäóåò ìàêñèìèçèðîâàòü. Ðåàëèçà-
öèÿ òàêîé èäåè, îäíàêî, çàòðóäíèòåëüíà èç-çà òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî T ∗ çàäà-
åòñÿ êàê îáúåäèíåíèå áîëüøîãî ÷èñëà (íåñêîëüêèõ ñîòåí èëè äàæå òûñÿ÷)
êîíóñîâ. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþòñÿ äâà àëüòåðíàòèâíûõ ïîäõîäà.
Â ðàìêàõ ïåðâîãî èç íèõ òî÷êà x′ = Φ(x0) ñòðîèòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ
çàäà÷è ëîêàëüíîé ìèíèìèçàöèè ñâåðòêè

ψ(y) = max
j
{λj(ϕj(x)− ỹ∗j )}+ δ

m∑
j=1

ϕj(x), (14.6)

ãäå ỹ∗j � òåêóùàÿ àïïðîêñèìàöèÿ èäåàëüíîé òî÷êè, δ � ìàëîå ÷èñëî, δ > 0.

Âåëè÷èíû λj îïðåäåëÿþòñÿ èñõîäíîé òî÷êîé xk ∈ HN :

λj = [ϕj(x
k)− ỹ∗j ]−1, j = 1, 2, . . . ,m,

ïðè ϕj(x
k) > ỹ∗j . Áëàãîäàðÿ èíäèâèäóàëüíîìó âûáîðó âåëè÷èí λj ïðîèñõî-

äèò äâèæåíèå òåêóùåé òî÷êè èç ϕ(xk) â íàïðàâëåíèè òî÷êè ỹ∗j , ÷òî ñïîñîá-
ñòâóåò åå ñìåùåíèþ â ñòîðîíó ãðàíèöû Ïàðåòî òåêóùåé àïïðîêñèìàöèè.

Â ðàìêàõ âòîðîãî ìåòîäà òî÷êà x′ = Φ(x0) ñòðîèòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøå-
íèÿ çàäà÷è ëîêàëüíîé ìèíèìèçàöèè ñâåðòêè

ψ(y) = −min
j
{λj(y0

j − ϕj(x))}+ δ

m∑
j=1

ϕj(x), (14.7)

ãäå y0 � íåêîòîðàÿ òàêàÿ òî÷êà, ÷òî y 6 y0 äëÿ âñåõ y ∈ P (Y ), δ � ìà-
ëîå ÷èñëî, δ > 0. Âåëè÷èíû λj òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ (ïðè ϕj(x

k) < y0
j , j =

1, 2, . . . ,m) èñõîäíîé òî÷êîé xk ∈ HN :

λj = [y0
j − ϕj(xk)]−1, j = 1, 2, . . . ,m.
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Áëàãîäàðÿ èíäèâèäóàëüíîìó âûáîðó âåëè÷èí λi ïðîèñõîäèò äâèæåíèå òå-
êóùåé òî÷êè èç ϕ(xk) â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì y0.

Ïîñêîëüêó â ìåòîäàõ ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè ðåøåíèå çàâèñèò îò èñ-
õîäíîé òî÷êè x0 ∈ X, ïðè ðåøåíèè òàêîé çàäà÷è íàõîäèòñÿ ëîêàëüíûé
ìèíèìóì x′ = Φ(x0). Çàìåòèì, ÷òî ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ñâåðòîê (14.6) è
(14.7) ñîâïàäàþò ñ ãðàíèöåé êîíóñîâ äîìèíèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå êðèòå-
ðèåâ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò óëó÷øåíèå (ïî Ïàðåòî) êà÷åñòâà ðåøåíèÿ â ïðîöåññå
ìèíèìèçàöèè ñâåðòêè.

Íàäî, îäíàêî, îòäàâàòü ñåáå îò÷åò â òîì, ÷òî ðàñ÷åò ðåøåíèÿ x′ = Φ(x0)
îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåñüìà òðóäîåìêóþ çàäà÷ó, çíà÷èòåëüíî áîëåå
ñëîæíóþ, ÷åì ðàñ÷åò ϕ(x). Òàê, â ðàññìîòðåííîé äàëåå çàäà÷å âûáîðà îáî-
ðóäîâàíèÿ äëÿ îõëàæäåíèÿ ñòàëè (n = 325) äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è îï-
òèìèçàöèè â ñðåäíåì òðåáîâàëîñü îêîëî 2000 ðàñ÷åòîâ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
ϕ(x) (íå ñ÷èòàÿ ðàñ÷åòà åå ãðàäèåíòà). Ïîýòîìó ïðè îöåíêå îáîáùåííîé
ïîëíîòû àïïðîêñèìàöèè ïðèõîäèòñÿ îãðàíè÷èâàòüñÿ ìàëûì ÷èñëîì òî÷åê
â âûáîðêå N è ãðóáîé îöåíêîé âåëè÷èíû ηΦ(ε). Ýòà ãðóáàÿ îöåíêà, îäíàêî,
êðàéíå ïîëåçíà, ïîñêîëüêó èìåííî îáîáùåííàÿ ïîëíîòà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå
âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ãðàôèêîâ îáîáùåííîé âûáîðî÷íîé ïîëíîòû äëÿ äâóõ
àïïðîêñèìàöèé ÎÝÏ â ïÿòèêðèòåðèàëüíîé çàäà÷å îïòèìèçàöèè, êðèòåðèè
êîòîðîé áûëè îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèé, èìåþùèõ ñóùåñòâåí-
íûå íåëèíåéíîñòè, â ÷àñòíîñòè íåñêîëüêî êðóòûõ ïèêîâ.

�¨á. 14.4.

Íà ðèñ. 14.4 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè âûáîðî÷íîé îáîáùåííîé ïîëíîòû
ηNΦ (ε) äëÿ ãðóáîé àïïðîêñèìàöèè (èòåðàöèÿ 1, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è òî÷íîé
(èòåðàöèÿ 7, øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) àïïðîêñèìàöèè. Âåëè÷èíà ε èçìåðÿåòñÿ â
îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ � ïî îòíîøåíèþ ê äèàìåòðó ãðàíèöû Ïàðåòî.
Âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå èòåðàöèè 1 ïðèåìëåìàÿ âåëè÷èíà îáîáùåííîé ïîëíîòû
(ñêàæåì, 0.95) äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè ε = 0.15, ò.å. 5% íîâûõ òî÷åê îòñòîÿò
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îò àïïðîêñèìàöèè äàëüøå, ÷åì 15% äèàìåòðà ïàðåòîâîé ãðàíèöû. Â ñëó-
÷àå èòåðàöèè 7 îáîáùåííàÿ ïîëíîòà â 0.95 äîñòèãàåòñÿ óæå ïðè ε = 0.03.
Ïðè ýòîì ðàäèóñ ïîëíîãî ïîêðûòèÿ ñîñòàâëÿåò îêîëî 0.35 äëÿ èòåðàöèè 1 è
ìåíüøå 0.1 äëÿ èòåðàöèè 7. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èòåðàöèè 7 âñå íîâûå òî÷-
êè îêàçàëèñü íà ðàññòîÿíèè îò àïïðîêñèìàöèè, ñîñòàâëÿþùåì íå áîëåå 10%
äèàìåòðà ïàðåòîâîé ãðàíèöû, ïðè÷åì 95% òî÷åê îêàçàëèñü íà ðàññòîÿíèè
íå áîëåå ÷åì â 3%. Â ýòîì ïðèìåðå ïðèìåíåíèå îáîáùåííîé ïîëíîòû ïîç-
âîëÿåò ðàñïîçíàòü ðàçëè÷èå â êà÷åñòâå äâóõ àïïðîêñèìàöèé â äîñòàòî÷íî
ñëîæíîé çàäà÷å ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè.

Ãèáðèäíûé ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ÎÝÏ

Íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ îáùåé êîíöåïöèè ãèáðèäíûõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìà-
öèè ÎÝÏ äëÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷. Ãèáðèäíûå ìåòîäû2), îñíîâûâàþòñÿ íà
êîìáèíèðîâàíèè ìåòîäîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷è
ñ ðàçíûìè ñâîéñòâàìè êðèòåðèàëüíûõ ôóíêöèé. Ìåòîäû, ñîñòàâëÿþùèå
ãèáðèäíûå ìåòîäû, ÿâëÿþòñÿ èòåðàòèâíûì, ò.å. â íèõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî-
øàãîâàÿ ïðîöåäóðà óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè.

Îäíîôàçíûé ìåòîä àïïðîêñèìàöèè

Â îäíîôàçíîì ìåòîäå íà êàæäîé èòåðàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ îöåíêà êà÷å-
ñòâà ïîëó÷åííîé ðàíåå àïïðîêñèìàöèè T ∗ íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ âûáîðî÷íîé
ôóíêöèè ïîëíîòû ηN (ε), ïîëó÷àåìîé ñ ïîìîùüþ ãåíåðèðîâàíèÿ âûáîðêè
HN èç N ñëó÷àéíûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ òî÷åê ìíîæåñòâà äîïó-
ñòèìûõ ðåøåíèé X, è íà îñíîâå ðàñ÷åòà êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ äëÿ òî-
÷åê èç HN . Ïðè àâòîìàòè÷åñêîé îñòàíîâêå ìåòîäà ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå
òðåáîâàíèé ïî ðàäèóñó ïîëíîãî ïîêðûòèÿ εmax < ε0, ãäå ε0 � çàäàííîå ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Â äèàëîãîâîì ðåæèìå ïîëüçîâàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ
ãðàôèê ηN (ε), ïîñëå ÷åãî îí ñàì ðåøàåò, îñòàíàâëèâàòü ëè àëãîðèòì. Åñëè
óñëîâèå îñòàíîâêè íå âûïîëíÿåòñÿ, òî èç ñîâîêóïíîñòè òî÷åê èñõîäíîé áàçû
àïïðîêñèìàöèè è êðèòåðèàëüíûõ òî÷åê, ïîëó÷åííûõ ïðè îöåíêå ïîëíîòû,
ôîðìèðóåòñÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü òî÷åê, èç êîòîðîé ïóòåì âûäå-
ëåíèÿ íåäîìèíèðóåìûõ òî÷åê ñîçäàåòñÿ íîâàÿ áàçà àïïðîêñèìàöèè ÎÝÏ.
Äîñòîèíñòâîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ åãî ïðîñòîòà è íàëè÷èå ñïîñîáà îöåíêè êà-
÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè, à òàêæå âûñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü â ñëó÷àå ìàëîé
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé è êðèòåðèàëüíûõ ôóíêöèé ñ îòíîñè-
òåëüíî ìåäëåííûì ðîñòîì.

Äâóõôàçíûå ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè

Â äâóõôàçíûõ ìåòîäàõ íà êàæäîé èòåðàöèè óëó÷øåíèå êà÷åñòâà ïîëó-
÷åííîé ðàíåå àïïðîêñèìàöèè T ∗ îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêæå íà îñíîâå ãåíåðè-
ðîâàíèÿ âûáîðêè HN èç N ñëó÷àéíûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ òî÷åê
ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé X. Îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ýòè òî÷êè

2)Áåðåçêèí Â. Å., Êàìåíåâ Ã. Ê., Ëîòîâ À. Â. (2006) Ãèáðèäíûå àäàïòèâíûå ìåòî-
äû àïïðîêñèìàöèè íåâûïóêëîé ìíîãîìåðíîé ïàðåòîâîé ãðàíèöû //ÆÂÌèÌÔ. 2006. Ò.
46(11). Ñ. 2009-2023
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óëó÷øàþòñÿ ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ Φ, êîòîðîå â äâóõôàçíûõ ìåòîäàõ çà-
äàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè îäíîé èç ñâåðòîê
êðèòåðèåâ, ïðèâåäåííûõ âûøå, èëè èõ êîìáèíàöèè. Ðàññ÷èòûâàåòñÿ îáîá-
ùåííàÿ âûáîðî÷íàÿ ïîëíîòà ηNΦ (ε), ïî êîòîðîé ïðîâåðÿåòñÿ òî æå ïðàâèëî
îñòàíîâêè, ÷òî è â îäíîôàçíîì ìåòîäå. Åñëè òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü íå äîñòèã-
íóòà, íîâàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñòðîèòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è â îäíîôàçíîì
ìåòîäå.

Äîñòîèíñòâîì äâóõôàçíîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå äåéñòâåííîãî ñïî-
ñîáà îöåíêè êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè â ñëó÷àå áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà ðåøåíèé (äî íåñêîëüêèõ ñîòåí ïåðåìåííûõ). Îòìåòèì, ÷òî, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü áîëüøîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ äâóõôàçíûõ
îïòèìèçàöèîííûõ ìåòîäîâ, îòëè÷àþùèõñÿ ìåòîäàìè ñâåðòêè è èõ ïàðàìåò-
ðàìè. Íåäîñòàòêîì äâóõôàçíûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ðàñ÷åòà
áîëüøîãî ÷èñëà êðèòåðèàëüíûõ òî÷åê ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé ãðàäèåí-
òîâ êðèòåðèàëüíûõ ôóíêöèè è ïðè ïîèñêå ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ âäîëü âû-
áðàííûõ íàïðàâëåíèé ñïóñêà. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà çàäàíû ôîðìóëû ðàñ÷åòà
ãðàäèåíòà, îïèñàííàÿ ïðîáëåìà ÷àñòè÷íî òåðÿåò ñâîþ îñòðîòó.

Âèä ìåòîäà, íà êîòîðîì îñíîâàíà ëîêàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ, íå èìååò ïðèí-
öèïèàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà êðèòåðèàëüíûå ôóíêöèè ðàñ-
ñ÷èòûâàþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûìè ìîäóëÿìè, ïðèõîäèòñÿ îñóùåñòâëÿòü îïòè-
ìèçàöèþ òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèé ýòèõ ôóíêöèé (simulation-based
optimization).

Òðåõôàçíûå ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè

Òðåõôàçíûå ìåòîäû îòëè÷àþòñÿ îò äâóõôàçíûõ òåì, ÷òî ïðè ãåíåðè-
ðîâàíèè âûáîðêè HN èñïîëüçóåòñÿ íå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê
íà ìíîæåñòâå X, à ðàñïðåäåëåíèå, çàâèñÿùåå îò àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà
ïàðåòî-ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé P (X). Ïðè ýòîì âûáîðêà ÿâëÿåòñÿ îáúåäè-
íåíèåì äâóõ âûáîðîê, îäíà èç êîòîðûõ ãåíåðèðóåòñÿ ðàâíîìåðíî íà âñåì
ìíîæåñòâå X, à âòîðàÿ ãåíåðèðóåòñÿ ðàâíîìåðíî íà àïïðîêñèìàöèè ìíîæå-
ñòâà P (X). Ïðè ýòîì ïåðâàÿ âûáîðêà ñîäåðæèò ìàëîå ÷èñëî òî÷åê, à âòîðàÿ
� áîëüøîå ÷èñëî. Ïîäîáíàÿ èäåÿ äàâíî èñïîëüçóåòñÿ â ìåòîäàõ íåðàâíîìåð-
íîãî ñëó÷àéíîãî ïîèñêà îïòèìóìà åäèíñòâåííîãî êðèòåðèÿ (ñæàòèÿ îáëà-
ñòè ïîèñêà), â ÷àñòíîñòè, â øèðîêî èñïîëüçóåìîì â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîäå
�èìèòèðóåìîãî îñòûâàíèÿ ñòàëè� (simulated annealing). Â îòëè÷èå îò òðàäè-
öèîííîãî ìåòîäà simulated annealing, â ïðåäëàãàåìîì ìåòîäå ìíîæåñòâî, íà
êîòîðîì ïðîâîäèòñÿ ïîèñê, îïðåäåëÿåòñÿ àäàïòèâíî, ò.å. íà îñíîâå ïðåäû-
äóùèõ ðàñ÷åòîâ, à íå çàäàåòñÿ êàê çàðàíåå îïðåäåëåííàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè
òåêóùåãî îïòèìóìà. Â îñòàëüíîì ìåòîä íå îòëè÷àåòñÿ îò äâóõôàçíîãî ìå-
òîäà îöåíêè êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè ãðàíèöû Ïàðåòî.

Âàæíûì àñïåêòîì òðåõôàçíîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè
ìíîæåñòâà P (X): îíî àïïðîêñèìèðóåòñÿ îáúåäèíåíèåì øàðîâ ñ öåíòðàìè â
ïðîîáðàçàõ òî÷åê áàçû è ðàäèóñîì τ > 0. Äëÿ ðàñ÷åòà âåëè÷èíû ðàäèóñà τ
ïðèìåíÿåòñÿ òåîðèÿ ýêñòðåìàëüíûõ ñòàòèñòèê, îïèñàíèå è ïðèìåíåíèå êî-
òîðîé äëÿ ðàñ÷åòà âåëè÷èíû ðàäèóñà τ âûõîäèò çà ïðåäåëû íàøåãî êóðñà
ëåêöèé. Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ãåíåðàöèÿ áîëüøèíñòâà ñëó÷àéíûõ òî÷åê îñó-
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ùåñòâëÿåòñÿ â ïðåäåëàõ àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà ïàðåòî-ýôôåêòèâíûõ
ðåøåíèé, ìåòîä îêàçûâàåòñÿ îñîáåííî ýôôåêòèâíûì â ñëó÷àå áîëüøîé ðàç-
ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé (äî íåñêîëüêèõ ñîòåí ïåðåìåííûõ) è ñëîæ-
íîé ñòðóêòóðû ýêñòðåìóìîâ êðèòåðèàëüíûõ ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, îíè ïîç-
âîëÿþò óìåíüøèòü ÷èñëî íàõîäèìûõ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, íå èìåþùèõ
îòíîøåíèÿ ê ãðàíèöå Ïàðåòî. Ýòî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óñêîðåíèþ
ïðîöåññà àïïðîêñèìàöèè.

Ãåíåòè÷åñêèé ìåòîä

Ãåíåòè÷åñêèå ìåòîäû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåçóëüòàò ðåàëèçàöèè ýâîëþ-
öèîííûõ êîíöåïöèé, îñíîâàííûõ íà èäåÿõ ñìåøèâàíèÿ ðàçóìíûõ ðåøåíèé.
Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû ìîãóò ïîòðåáîâàòü ìåíüøåãî ÷èñëà ðàñ÷åòîâ êðè-
òåðèàëüíûõ òî÷åê ïî ñðàâíåíèþ ñ äâóõ- è òðåõôàçíûìè ìåòîäàìè.

Â ãèáðèäíûõ ìåòîäàõ õîðîøî ïîêàçàë ñåáÿ ãåíåòè÷åñêèé ìåòîä �îøòó-
êàòóðèâàíèÿ� (plastering), ïðèìåíåííûé ê óæå äîñòàòî÷íî òî÷íîé àïïðîê-
ñèìàöèè, ïîñòðîåííîé ñ ïîìîùüþ äâóõ- è òðåõôàçíîãî ìåòîäîâ. Â ìåòîäå
�îøòóêàòóðèâàíèÿ� èç ïðîîáðàçîâ èìåþùåéñÿ áàçû ïîêðûòèÿ T ñëó÷àéíî
(íî ñ ó÷åòîì íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèé) âûáèðàþòñÿ ïàðû òî÷åê (�ðîäèòå-
ëè�). Äàëåå, ìåæäó òî÷êàìè êàæäîé òàêîé ïàðû ïðîâîäèòñÿ îòðåçîê è íà
ýòîì îòðåçêå ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ çàðàíåå çàäàííîå èëè ñëó÷àé-
íîå ÷èñëî q > 1 íîâûõ òî÷åê ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé (�ïîïóëÿöèÿ
íàñëåäíèêîâ�). Äëÿ âñåõ òî÷åê-íàñëåäíèêîâ âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ϕ(x).
Ïîëó÷åííûå êðèòåðèàëüíûå òî÷êè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà èìå-
þùåéñÿ àïïðîêñèìàöèè (â òîì ÷èñëå ðàññ÷èòûâàåòñÿ ðàäèóñ ïîëíîãî ïî-
êðûòèÿ εmax). Äàëåå ìåòîä íå îòëè÷àåòñÿ îò îäíîôàçíîãî, çà èñêëþ÷åíèåì
òîãî, ÷òî ÷èñëî òî÷åê â áàçå àïïðîêñèìàöèè â ìåòîäå îøòóêàòóðèâàíèÿ ìî-
æåò ñòàòü ñëèøêîì âåëèêî, ïîýòîìó èç ïîëó÷åííîé áàçû ïî êàêîìó-ëèáî
ïðàâèëó (íàïðèìåð, áëèçîñòü â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé) äîëæíî áûòü èñ-
êëþ÷åíî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî òî÷åê.

Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî íàèáîëåå ïîäõîäÿùåå ìåñòî ýòîãî ìåòî-
äà � çàâåðøàþùèå øàãè ïðîöåññà àïïðîêñèìàöèè, êîãäà, íàðÿäó ñ óòî÷íå-
íèåì àïïðîêñèìàöèè, òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî òî÷åê
áàçû àïïðîêñèìàöèè äëÿ áîëüøåé âûðàçèòåëüíîñòè èçîáðàæåíèé ãðàíèöû
Ïàðåòî. Ýòèì îïèñûâàåìûé ãèáðèäíûé ìåòîä îòëè÷àåòñÿ îò áîëüøèíñòâà
ãèáðèäíûõ ìåòîäîâ, â êîòîðûõ ýâîëþöèîííûå ìåòîäû èñïîëüçóþòñÿ ñ ñà-
ìîãî íà÷àëà.

Èñïîëüçîâàíèå ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé

Â çàäà÷àõ ñ áîëüøîé ðàçìåðíîñòüþ âåêòîðà ðåøåíèé è ñëîæíîé ñòðóê-
òóðîé êðèòåðèàëüíûõ ôóíêöèé ïîñòðîåíèå äîñòàòî÷íî òî÷íîé àïïðîêñè-
ìàöèè ãðàíèöû Ïàðåòî òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà êðèòåðèàëü-
íûõ òî÷åê. Åñëè æå âðåìÿ îäíîãî òàêîãî ðàñ÷åòà ñîñòàâëÿåò ìèíóòû, òî
íåèçáåæíî îáðàùåíèå ê ïàðàëëåëüíûì âû÷èñëåíèÿì, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
ðàñïðåäåëèòü áîëüøîé îáúåì âû÷èñëåíèé íà áîëüøîå ÷èñëî ïðîöåññîðîâ.
Îáû÷íî ïðè ýòîì âîçíèêàþò ñëîæíûå ïðîáëåìû îðãàíèçàöèè ïàðàëëåëü-
íîãî ñ÷åòà. Áîëüøèì äîñòîèíñòâîì îïèñàííîãî ãèáðèäíîãî ìåòîäà àïïðîê-
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ñèìàöèè ÎÝÏ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå åñòåñòâåííîãî ïàðàëëåëèçìà. Êàê âû÷èñ-
ëåíèå êðèòåðèàëüíîé òî÷êè, òàê è ðåøåíèå çàäà÷ ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè
ìîãóò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïàðàëëåëüíî áåç êàêîé-ëèáî ïðåäâàðèòåëüíîé àäàï-
òàöèè àëãîðèòìà. Áîëåå òîãî, âûäåëåíèå íåäîìèíèðóåìîãî ïîäìíîæåñòâà
äëÿ ïîëó÷åííûõ êðèòåðèàëüíûõ òî÷åê èíîãäà (íàïðèìåð, â îäíîôàçíîì
ìåòîäå) òàêæå ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïàðàëëåëüíî. Õîòÿ îáðàáîòêà ðåçóëü-
òàòîâ âñåõ ðàñ÷åòîâ èòåðàöèè (îöåíêà ïîëíîòû, ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ
è ò. ä.) òðåáóåò ïîëíîãî îáúåìà èíôîðìàöèè, ýòî íå ñèëüíî ñêàçûâàåòñÿ íà
ýôôåêòèâíîñòè ðàñ÷åòîâ, ïîñêîëüêó òðåáóåò îòíîñèòåëüíî ìàëîãî îáúåìà
âû÷èñëåíèé.

Èíòåðåñíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ÎÝÏ äëÿ íåëèíåé-
íûõ ñèñòåì ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí íå òîëüêî íà êîìïüþòåðíûõ êëàñòåðàõ
ñ èçâåñòíûì ÷èñëîì ïðîöåññîðîâ, íî è â êîìïüþòåðíûõ ñåòÿõ ñ íåîïðåäå-
ëåííûì ÷èñëîì ïðîöåññîðîâ (è, âîçìîæíî, äðóãèõ êîìïüþòåðíûõ ðåñóðñîâ,
òàêèõ êàê ñðåäñòâà õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè), ãåîãðàôè÷åñêè ðàçäåëåííûõ,
íî ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ñåòüþ. Òàêèå ñðåäñòâà ðàñ÷åòà âåñüìà íåäîðîãè,
ïîñêîëüêó èñïîëüçóþò âðåìÿ ïðîñòîÿ êîìïüþòåðîâ, êîòîðîå ïðàêòè÷åñêè
áåñïëàòíî, íî ïîòåíöèàëüíî âåñüìà ìîùíû. Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå ÷åðòû
òàêèõ ñðåäñòâ äåëàþò ïðîãðàììèðîâàíèå íà íèõ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæ-
íûì, ÷åì íà îáû÷íûõ êîìïüþòåðíûõ êëàñòåðàõ: ïðîöåññîðû ìîãóò ñèëü-
íî ðàçëè÷àòüñÿ ìåæäó ñîáîé, ÷èñëî äîñòóïíûõ ïðîöåññîðîâ ìîæåò ðåçêî
ìåíÿòüñÿ âî âðåìåíè, ñâÿçü ìåæäó îòäåëüíûìè ïðîöåññîðàìè ìîæåò áûòü
ïëîõîé è, íàêîíåö, ïðîöåññîðû ìîãóò âûêëþ÷àòüñÿ áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî
ïðåäóïðåæäåíèÿ. Â ãèáðèäíîì ìåòîäå, îïèñàííîì çäåñü, áëàãîäàðÿ èñïîëü-
çîâàíèþ ñëó÷àéíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà X ýòè ïðîáëåìû èñ÷åçàþò: ðåçóëüòàò
ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè ìàëî çàâèñèò îò òîãî, áó-
äåò ëè ïîëó÷åí ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà îò îòäåëüíîãî ïðîöåññîðà. Òî æå ñàìîå
îòíîñèòñÿ ê ðåçóëüòàòàì ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè: îòäåëüíûé ðàñ÷åò íå èìå-
åò ïðèíöèïèàëüíîãî çíà÷åíèÿ.
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Ãëàâà15. Âèçóàëèçàöèÿ ãðàíèöû Ïàðåòî

15.1. Äâóìåðíûå ñå÷åíèÿ ìíîãîìåðíûõ ìíîæåñòâ

Â ýòîì ïàðàãðàôå îïèñûâàþòñÿ ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå îñóùåñòâèòü âè-
çóàëèçàöèþ ãðàíèöû Ïàðåòî äëÿ çàäà÷ ÌÊÎ ïîñëå çàâåðøåíèÿ àïïðîêñèìà-
öèè ìíîæåñòâà äîñòèæèìûõ êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ Y èëè åãî îáîëî÷êè
Ýäæâîðòà-Ïàðåòî YP ïðîñòûìè ôèãóðàìè. Â îïèñûâàåìûõ ìåòîäàõ ãðà-
íèöà Ïàðåòî âèçóàëèçèðóåòñÿ íà îñíîâå èçîáðàæåíèÿ äâóìåðíûõ ñå÷åíèé
ìíîãîìåðíîãî ìíîæåñòâà èëè êàðò ðåøåíèé � ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñôîð-
ìèðîâàííûõ íàáîðîâ åãî äâóìåðíûõ ñå÷åíèé.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå äâóìåðíîãî ñå÷åíèÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Z
ïðîñòðàíñòâà Rm. Ïóñòü íàñ èíòåðåñóåò ñå÷åíèå ìíîæåñòâà Z ïëîñêîñòüþ,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó ŷ ∈ Z ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè äâóõ
êîîðäèíàò (u, v). Êàæäóþ òî÷êó y ∈ Rm ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå y =
(u, v, w), ãäå u è v � çíà÷åíèÿ âûáðàííûõ êîîðäèíàò, à w � ñîâîêóïíîñòü
çíà÷åíèé îñòàëüíûõ (m− 2)-õ êîîðäèíàò (ìû íå áóäåì îáðàùàòü âíèìàíèå
íà ïîðÿäîê êîîðäèíàò). Òîãäà äâóìåðíîå ñå÷åíèå ìíîæåñòâà Z ïëîñêîñòüþ,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ŷ = (û, v̂, ŵ) ∈ Z, åñòü ìíîæåñòâî

Gu,v(Z, ŵ) = {(u, v)|(u, v, ŵ) ∈ Z}.

Êîíå÷íî, ýòî äâóìåðíîå ñå÷åíèå ñîäåðæèò òî÷êó (û, v̂). Èòàê, ñå÷åíèå çà-
äàííîãî ìíîæåñòâà Z, ïàðàëëåëüíîå ïëîñêîñòè íåêîòîðûõ äâóõ êîîðäèíàò
(u, v), îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè îñòàëüíûõ êîîðäèíàò. Ìåíÿÿ çíà÷åíèÿ w,
ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå ïàðàëëåëüíûå ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà Z. Íåäîìèíèðóåìûå
ãðàíèöû ýòèõ ñå÷åíèé äàþò â ñîâîêóïíîñòè ïðåäñòàâëåíèå î ãðàíèöå Ïàðåòî
ìíîæåñòâà Z.

Îïûò âèçóàëèçàöèè ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ ñå÷åíèé ìíîæåñòâ Y è YP ïîç-
âîëèë ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî äëÿ ÷åëîâåêà íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûì
ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå òàêèõ íàáîðîâ ñå÷åíèé, â êîòîðûõ îò ñå÷åíèÿ ê ñå-
÷åíèþ ìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå ëèøü îäíîé èç êîîðäèíàò ñîâîêóïíîñòè w. Íàáîð
ïàðàëëåëüíûõ äâóìåðíûõ ñå÷åíèé ìíîæåñòâà Y (ìíîæåñòâà YP ), â êîòîðîì
èñïîëüçóåòñÿ èìåííî òàêîå ïðàâèëî èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò ñîâîêóïíîñòè w,
ïðèíÿòî íàçûâàòü êàðòîé ðåøåíèé.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ìîæíî áûëî âèçóàëèçèðîâàòü êàðòû ðåøåíèé â èíòåðàê-
òèâíîì ðåæèìå (èëè ïðîâîäèòü àíèìàöèþ êàðò ðåøåíèé, ÷òî îêàçûâàåòñÿ
âåñüìà ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì äåìîíñòðàöèè ïàðåòîâîé ãðàíèöû), òðåáóåò-
ñÿ ðàññ÷èòûâàòü è èçîáðàæàòü ñîòíè èëè äàæå òûñÿ÷è ñå÷åíèé èçó÷àåìûõ
ìíîæåñòâ çà âðåìÿ ïîðÿäêà äåñÿòêà ñåêóíä. Èìåííî äëÿ ýòîãî çàðàíåå àï-
ïðîêñèìèðîâàëîñü ìíîæåñòâî Y èëè YP â êàêîì-ëèáî ïðîñòîì âèäå, óäîáíîì
äëÿ áûñòðîãî ðàñ÷åòà ñå÷åíèé.

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî â ýòîé ïðîöåäóðå èìååòñÿ ñëåäóþùåå íåïðèÿòíîå
ñâîéñòâî ìíîæåñòâà Y , êîòîðîå ìîæåò ïîìåøàòü èçó÷åíèþ ãðàíèöû Ïàðåòî.

112



Äåëî â òîì, ÷òî íå ïðè âñåõ íàáîðàõ ŵ òî÷êè íåäîìèíèðóåìîé ãðàíèöû
äâóìåðíîãî ñå÷åíèÿ

Gu,v(Y, ŵ) = {(u, v)|(u, v, ŵ) ∈ Y }

ìíîæåñòâà Y ïðîõîäÿò ÷åðåç ãðàíèöó Ïàðåòî ìíîæåñòâà Y . Îòäåëüíîå ñå÷å-
íèå ñàìî ïî ñåáå íå äàåò âîçìîæíîñòè ïîíÿòü ïðîõîäèò ëè îíî ÷åðåç ãðàíèöó
Ïàðåòî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü, ñîîòâåòñòâóþò ëè òî÷êè íåäîìèíèðóåìîé
ãðàíèöû ñå÷åíèÿ òî÷êàì ãðàíèöû Ïàðåòî, òðåáóåòñÿ èçîáðàçèòü è ñðàâíèòü
áîëüøîå ÷èñëî ïàðàëëåëüíûõ ñå÷åíèé ìíîæåñòâà Y .

Ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà YP ëèøåíû ýòîãî íåäîñòàòêà, èõ ñâÿçü ñ òî÷êàìè
ãðàíèöû Ïàðåòî áîëåå ïðîñòà. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ÎÝÏ îáëàäàåò
âàæíûì ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè:

Gu,v(YP , ŵ) ⊆ Gu,v(YP , w̄) ïðè ŵ > w̄.

Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñå÷åíèÿ íå ðàñøèðÿþòñÿ ñ ðîñòîì êîîðäèíàò òî÷êè ŵ, â
÷àñòíîñòè, ãðàíèöû ñå÷åíèé íå ïåðåñåêàþòñÿ íà êàðòàõ ðåøåíèé.

Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî îäíî âàæíîå ñâîéñòâî íåäîìèíèðóåìûõ ãðàíèö
ñå÷åíèé ìíîæåñòâà YP .

Ëåììà 15.1. Ïóñòü áèíàðíîå îòíîøåíèå Ïàðåòî îáëàäàåò ÍÌ-ñâîéñòâîì
íà P (Y ) ⊆ Y . Òîãäà, åñëè òî÷êà (û, v̂) ïðèíàäëåæèò íåäîìèíèðóåìîé ãðà-
íèöå ñå÷åíèÿ Gu,v(Y, ŵ), òî íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð çíà÷åíèé îñòàëüíûõ
êðèòåðèåâ w′ > ŵ, ÷òî (û, v̂, w′) ∈ P (Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 3.1, êàæäàÿ òî÷êà YP ëèáî ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó Y , ëèáî äîìèíèðóåòñÿ òî÷êîé ìíîæåñòâà Y , êîòîðóþ â ñèëó ÍÌ-
ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ Ïàðåòî íà P (Y ) ⊆ Y ìîæíî ñ÷èòàòü íåäîìèíèðóåìîé.
Ðàññìîòðèì òàêóþ òî÷êó (u′, v′, w′) ∈ P (Y ), ÷òî u′ > û, v′ > v̂, w′ > ŵ. Ïî-
ñêîëüêó w′ > ŵ, òî Gu,v(YP , w

′) ⊆ Gu,v(YP , ŵ). Îòñþäà (u′, v′) ∈ Gu,v(YP , ŵ).
Òàê êàê u′ > û, v′ > v̂, à òî÷êà (û, v̂) � íåäîìèíèðóåìàÿ òî÷êà Gu,v(YP , ŵ),
òî u′ = û, v′ = v̂. Ëåììà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, íåäîìèíèðóåìûå òî÷êè ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà YP ïðè ëþ-
áîì w = ŵ ïîðîæäàþòñÿ òî÷êàìè P (Y ) ñ w′ > ŵ, ò.å. òî÷êàìè w, íå ìåíåå
ïðåäïî÷òèòåëüíûìè, ÷åì ŵ. Áûòü ìîæåò, áîëåå óäîáíî âûãëÿäèò ýêâèâà-
ëåíòíîå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî íåäîìèíèðóåìûå òî÷êè ãðàíèöû ñå÷åíèÿ
ìíîæåñòâà YP ïðè w = ŵ ÿâëÿþòñÿ ïàðåòîâñêèìè â äâóõêðèòåðèàëüíîé
çàäà÷å

(u, v)→ max, (u, v, w) = ϕ(x), x ∈ X,w > ŵ,

ò.å. íåäîìèíèðóåìûå òî÷êè ñå÷åíèÿ ÎÝÏ õàðàêòåðèçóþò ýôôåêòèâíîå çà-
ìåùåíèå ìåæäó äâóìÿ ðàññìàòðèâàåìûìè êðèòåðèÿìè, â òî âðåìÿ êàê íà
îñòàëüíûå íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå w > ŵ.

Ïðèâåäåííûå ôàêòû îáúÿñíÿþò, ïî÷åìó óäîáíî ðàññìàòðèâàòü âèçóàëè-
çàöèþ ìíîæåñòâà YP , à íå ìíîæåñòâà Y . Â òî æå âðåìÿ íàäî ïîìíèòü, ÷òî
åñòü ìíîãî ïðèêëàäíûõ çàäà÷, â êîòîðûõ íå î÷åíü ÿñíî, äåéñòâèòåëüíî ëè
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íóæíà ìàêñèìèçàöèÿ êàêîãî-òî êðèòåðèÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ
êðèòåðèåâ. Â ýòîì ñëó÷àå, êîòîðûé ôîðìàëüíî óæå íå îòíîñèòñÿ ê çàäà÷å
ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè, íî ìîæåò áûòü èíòåðåñåí íà ïðàêòèêå,
ìîæåò áûòü ïîëåçíîé âèçóàëèçàöèÿ ìíîæåñòâà Y .

Èòàê, äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü äâóìåðíîå ñå÷åíèå ìíîãîìåðíîãî ìíîæå-
ñòâà (â íàøåì ñëó÷àå � ìíîæåñòâà YP ), íàäî âûáðàòü ïàðó êðèòåðèåâ (u, v),
äîñòèæèìûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ áóäóò âèçóàëèçèðîâàòüñÿ ïðè çàäàííûõ çíà-
÷åíèÿõ îñòàëüíûõ êðèòåðèåâ w = ŵ. Òàêèå äâà êðèòåðèÿ íàçûâàþò êîîðäè-
íàòíûìè êðèòåðèÿìè. Äëÿ îñòàëüíûõ (íåêîîðäèíàòíûõ) êðèòåðèåâ w íàäî
çàäàòü èõ çíà÷åíèÿ ŵ. Ïðè ýòîì äëÿ âèçóàëèçàöèè êàðòû ðåøåíèé òðåáóåò-
ñÿ ðàññ÷èòàòü è èçîáðàçèòü öåëóþ ñîâîêóïíîñòü äâóìåðíûõ ñå÷åíèé ÎÝÏ.

15.2. Ïîñòðîåíèå ñå÷åíèé âûïóêëûõ ìíîæåñòâ

Â âûïóêëîì ñëó÷àå, êàê óæå áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà-
ôå, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîëèýäðàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâ Y è YP , ò.å.
àïïðîêñèìàöèÿ â âèäå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
â êðèòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Íàëè÷èå óæå ïîñòðîåííîé àïïðîêñèìàöèè
ïîçâîëÿåò áûñòðî íàõîäèòü äâóìåðíûå ñå÷åíèÿ èçó÷àåìûõ ìíîæåñòâ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Ïóñòü ìíîæåñòâî Y (èëè YP ) óæå àïïðîêñèìèðîâàíî â âèäå
ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

m∑
k=1

glkyk 6 gl, l = 1, ..., L, (15.1)

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò â ïðîñòðàíñòâå Rm íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Äëÿ
ðàñ÷åòà äâóìåðíîãî ñå÷åíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà íóæíî ôèêñèðîâàòü çíà÷å-
íèÿ âñåõ êîîðäèíàò, êðîìå äâóõ, ñêàæåì, yi è yj . Òîãäà äâóìåðíîå ñå÷åíèå
ìíîæåñòâà (15.1) â êîîðäèíàòàõ (yi, yj) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû

gliyi + gljyj 6 gl −
∑
k 6=i,j

glkŷk, l = 1, ..., L,

ãäå ŷk � çàäàííûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò yk, k 6= i, j, îáîçíà÷åííûå ÷åðåç ŵ
â îïðåäåëåíèè ñå÷åíèÿ, äàííîì â íà÷àëå ïàðàãðàôà. Òàêèì îáðàçîì, â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî çàäàíî ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ, ñå÷åíèå îïèñûâàåòñÿ
ñîâîêóïíîñòüþ îãðàíè÷åíèé, ïîëó÷àåìîé óìíîæåíèåì ïîäìàòðèöû, ñîñòàâ-
ëåííîé èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû ñèñòåìû (15.1) íà âåêòîð
ŷk = (yk, k 6= i, j). Ïîñëå ýòîãî, äëÿ èçîáðàæåíèÿ ãðàíèö äâóìåðíîãî ñå-
÷åíèÿ ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà, àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîæåñòâî YP , òðå-
áóåòñÿ ðàññ÷èòàòü âåðøèíû ñå÷åíèÿ, à çàòåì ñîåäèíèòü èõ ðåáðàìè. Áûëè
ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü âåðøèíû ñåðèè äâóìåð-
íûõ ñå÷åíèé ìíîãîãðàííûõ ìíîæåñòâ íà ýêðàíå ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà
äîñòàòî÷íî áûñòðî [11]. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ìíîãèå ñîòíè ñå÷åíèé ìîãóò áûòü
ðàññ÷èòàíû è èçîáðàæåíû çà ñåêóíäû, ÷òî ïîçâîëÿåò íå òîëüêî áûñòðî èçîá-
ðàæàòü êàðòû ðåøåíèé ïî çàêàçó ïîëüçîâàòåëÿ, íî è îñóùåñòâëÿòü èõ àíè-
ìàöèþ. Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû ðàñ÷åòà ñåðèè ñå÷åíèé â
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âûïóêëîì ñëó÷àå áûëè ðåøåíû. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â íåâûïóêëîì
ñëó÷àå áûëè òàêæå ðàçðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå ìåòîäû, êîòîðûå îáñóæäà-
þòñÿ â êîíöå ïàðàãðàôà.

Ïîñëå âûáîðà êîîðäèíàòíûõ êðèòåðèåâ îñòàåòñÿ ðåøèòü äâà âîïðîñà:
êàê âûáðàòü ñîâîêóïíîñòü íàáîðîâ çíà÷åíèé íåêîîðäèíàòíûõ êðèòåðèåâ è
êàê ðàñïîëîæèòü ïîëó÷àåìûå ñå÷åíèÿ íà ýêðàíå. Ñóùåñòâóåò äâà ïîäõîäà
ê ðåøåíèþ ýòîãî âîïðîñà: íåñòðóêòóðèçîâàííàÿ âèçóàëèçàöèÿ è ñòðóêòóðè-
çîâàííàÿ âèçóàëèçàöèÿ. Ðàññìîòðèì ýòè ïîäõîäû.

15.3. Íåñòðóêòóðèçîâàííàÿ âèçóàëèçàöèÿ
ãðàíèöû Ïàðåòî

Íà÷íåì ñ ñàìîãî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ òðåõ êðèòåðèåâ. Òîãäà èìååòñÿ ëèøü
îäèí íåêîîðäèíàòíûé êðèòåðèé è òðåáóåòñÿ çàäàòü ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé
ýòîãî êðèòåðèÿ. Ïðè ïåðâîì îçíàêîìëåíèè ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèÿ íåêîîð-
äèíàòíîãî êðèòåðèÿ óäîáíî ðàñïðåäåëèòü ðàâíîìåðíî, ÷òî ìîæåò áûòü ñäå-
ëàíî àâòîìàòè÷åñêè (íà ïîñëåäóþùèõ ñòàäèÿõ àíàëèçà ïîëüçîâàòåëü ìîæåò
çàäàòü è äðóãóþ ñîâîêóïíîñòü èíòåðåñíûõ äëÿ íåãî çíà÷åíèé íåêîîðäèíàò-
íîãî êðèòåðèÿ). Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ðàñïîëîæåíèè ñå÷åíèé òðåõìåðíîãî
ìíîæåñòâà íà ýêðàíå. Â çàâèñèìîñòè îò öåëè èññëåäîâàíèÿ, ñå÷åíèÿ ìîãóò
áûòü ðàñïîëîæåíû îäíî ðÿäîì ñ äðóãèì èëè íàëîæåíû îäíî íà äðóãîå. Êàê
óæå ãîâîðèëîñü, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èçîáðàæåíèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü êàð-
òàìè ðåøåíèé. Ñå÷åíèÿ ìîãóò áûòü èçîáðàæåíû ðàçëè÷íûìè öâåòàìè ëèáî
ðàçëè÷íûìè øòðèõîâêàìè. Ñâÿçü ìåæäó çíà÷åíèÿìè òðåòüåãî êðèòåðèÿ,
êîòîðûé â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòî íàçûâàòü öâåòîâûì, è åãî öâåòîì îáû÷íî
óêàçûâàþòñÿ â ïàëèòðå, ðàñïîëîæåííîé îêîëî êàðòû ñå÷åíèé. Íàëîæåíèå
ñå÷åíèé â êàðòàõ ðåøåíèé ïîçâîëÿåò ëåãêî ñðàâíèâàòü ñå÷åíèÿ ìåæäó ñîáîé
� â ñèëó ìîíîòîííîãî ðàñøèðåíèÿ ñå÷åíèé ÎÝÏ ïðè óõóäøåíèè çíà÷åíèÿ
òðåòüåãî êðèòåðèÿ ïîëüçîâàòåëü ìîæåò ëåãêî ïîíÿòü, êàê èçìåíåíèå íåêî-
îðäèíàòíîãî êðèòåðèÿ âëèÿåò íà ãðàíèöó Ïàðåòî. Ïðèìåðû êàðò ðåøåíèé
áóäóò ïðèâåäåíû äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ÷åòûðåõ êðèòåðèåâ. Ê íåêîîðäèíàòíûì êðè-
òåðèÿì òåïåðü îòíîñÿòñÿ äâà èç íèõ, è äëÿ òîãî ÷òîáû èçîáðàçèòü ñåðèþ
ñå÷åíèé, òðåáóåòñÿ çàäàòü ñîâîêóïíîñòè çíà÷åíèé îáîèõ íåêîîðäèíàòíûõ
êðèòåðèåâ. Ýòè çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü çàäàíû ñåòêîé â ïðîñòðàíñòâå êðèòå-
ðèåâ, êàæäîìó óçëó êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò îäíî äâóìåðíîå ñå÷åíèå. Âûáîð
çíà÷åíèé, òàê æå êàê è â ñëó÷àå òðåõ êðèòåðèåâ, ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí
êàê àâòîìàòè÷åñêè, òàê è ïîëüçîâàòåëåì. Êàê è â ñëó÷àå òðåõ êðèòåðèåâ,
äâóìåðíûå ñå÷åíèÿ ìîæíî ïîïûòàòüñÿ íàëîæèòü îäíî íà äðóãîå.

Êàê ïîêàçûâàåò îïûò, òàêàÿ êàðòèíà îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé è
ìàëî èíôîðìàòèâíîé. Ìîæíî, íàîáîðîò, ðàñïîëîæèòü ñå÷åíèÿ â âèäå äâó-
ìåðíîé ìàòðèöû, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé � îêíî, èçîáðàæàþùåå åäèí-
ñòâåííîå ñå÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå óçëó ñåòêè çíà÷åíèé íåêîîðäèíàòíûõ
êðèòåðèåâ. Ýòî, îäíàêî, òàêæå îêàçûâàåòñÿ íåóäîáíûì, ïîñêîëüêó çàòðóä-
íÿåò ñðàâíåíèå ñå÷åíèé. Ñàìûì óäîáíûì ðàñïîëîæåíèåì ñå÷åíèé ÿâëÿåòñÿ
ðàñïîëîæåíèå â ðÿä íåñêîëüêèõ êàðò ðåøåíèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîîòâåò-
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ñòâóåò íåêîòîðîìó ôèêñèðîâàííîìó çíà÷åíèþ îäíîãî èç íåêîîðäèíàòíûõ
êðèòåðèåâ (ñêàæåì, ÷åòâåðòîãî).

Â ñëó÷àå ïÿòè êðèòåðèåâ êàæäàÿ êàðòà ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóåò ôèêñèðî-
âàííûì çíà÷åíèÿì äâóõ íåêîîðäèíàòíûõ êðèòåðèåâ (ñêàæåì, ÷åòâåðòîìó è
ïÿòîìó), ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöó êàðò ðåøåíèé. ×èñëî
êàðò ðåøåíèé â ìàòðèöå ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ïîëüçîâàòåëåì, îíà çàâèñèò
îò åãî èíòåðåñîâ (à òàêæå è îò êà÷åñòâà èçîáðàæåíèÿ).

Ïîëüçîâàòåëü ìîæåò ëåãêî èçìåíèòü ðàçáèåíèå êðèòåðèåâ íà òèïû, ò.å.
âûäåëèòü äðóãèå êîîðäèíàòíûå è öâåòîâîé êðèòåðèè, èçìåíèòü çíà÷åíèÿ
íåêîîðäèíàòíûõ êðèòåðèåâ, äëÿ êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ êàðòû ðåøåíèé � êîì-
ïüþòåð áûñòðî ïåðåñ÷èòàåò ñå÷åíèÿ. Íå ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòè è ðåàëè-
çàöèÿ ñóæåíèÿ äèàïàçîíà çíà÷åíèé ëþáîãî èç êðèòåðèåâ. Âñå ýòè âîçìîæ-
íîñòè ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî ÎÝÏ àïïðîêñèìèðîâàíî çàðàíåå â âèäå (15.1).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó êàðòó ðåøåíèé ìîæíî èçîáðàçèòü ïðàêòè÷åñêè
ìãíîâåííî, òî âîçìîæíî óïðàâëåíèå çíà÷åíèÿìè íåêîîðäèíàòíûõ êðèòåðè-
åâ (êðîìå öâåòîâîãî) ñ ïîìîùüþ òàêîãî øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîãî ýëåìåí-
òà ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ êàê ïðîêðóòêà. Ïîëüçîâàòåëü ìîæåò çàäàòü
çíà÷åíèå êðèòåðèÿ, ñâÿçàííîãî ñ ïðîêðóòêîé, ïåðåäâèãàÿ äâèæîê ïðîêðóò-
êè. Åñëè æå ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé òàêîãî êðèòåðèÿ ðàñïîëîæèòü ðàâíî-
ìåðíî, òî ïðîöåññ èõ ïåðåáîðà ìîæíî àâòîìàòèçèðîâàòü � çíà÷åíèÿ ìî-
ãóò ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáèðàòüñÿ êîìïüþòåðîì, à ñîîòâåòñòâóþùèå êàðòû
� âèçóàëèçèðîâàòüñÿ. Åñëè ÷èñëî çàäàííûõ çíà÷åíèé êðèòåðèÿ ïðîêðóò-
êè äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñìåíà ðèñóíêîâ ìîæåò ñîçäàòü
èëëþçèþ äâèæåíèÿ � àíèìàöèîííûé ýôôåêò.

Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ àíèìàöèîííîãî ýôôåêòà áîëåå
ïîäðîáíî. Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü óæå ïðè òðåõ êðèòå-
ðèÿõ: äâóõ êîîðäèíàòíûõ êðèòåðèÿõ è îäíîì íåêîîðäèíàòíîì, ñâÿçàííîì
ñ ïðîêðóòêîé. Çàäàâ áîëüøîå ÷èñëî ðàâíîìåðíî ðàñïîëîæåííûõ çíà÷åíèé
íåêîîðäèíàòíîãî êðèòåðèÿ, ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ñìåíÿòü äâóìåðíûå ñå-
÷åíèÿ åãî ÎÝÏ. Åñëè ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé íåêîîðäèíàòíîãî êðèòåðèÿ è
ñêîðîñòü ñìåíû ñå÷åíèé âûáðàíà ðàçóìíî, òî âîçíèêíåò àíèìàöèîííûé ýô-
ôåêò, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîëüçîâàòåëþ èçó÷èòü âîçäåéñòâèå íåêîîðäèíàò-
íîãî êðèòåðèÿ íà äîñòèæèìûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòíûõ êðèòåðèåâ. Òàêîé
ñïîñîá âèçóàëèçàöèè ñîâîêóïíîñòè ñå÷åíèé ïðèíÿòî íàçûâàòü äèíàìè÷å-
ñêîé âèçóàëèçàöèåé. Â ïðîöåññå äèíàìè÷åñêîé âèçóàëèçàöèè ïîëüçîâàòåëü
èìååò âîçìîæíîñòü çàôèêñèðîâàòü òîò �êàäð� (ò.å. çíà÷åíèå àâòîìàòè÷åñêè
ïåðåáèðàåìîãî êðèòåðèÿ ïðîêðóòêè), â êîòîðîì èçîáðàæåíî íåêîòîðîå èí-
òåðåñíîå äëÿ íåãî ñå÷åíèå. Âûáðàâ íå ñëèøêîì áîëüøîå ÷èñëî òàêèõ êàäðîâ,
ìîæíî ïîëó÷èòü ðÿä äâóìåðíûõ ñå÷åíèé, ðàññìîòðåííûé ðàíåå. Ïðè ýòîì
âûáîð êàäðîâ óæå áóäåò îòðàæàòü èíòåðåñû ïîëüçîâàòåëÿ.

Â ñëó÷àå ÷åòûðåõ è ïÿòè êðèòåðèåâ, èñïîëüçóÿ îäíó èëè äâå ïðîêðóòêè,
ìîæíî ðåàëèçîâàòü äèíàìè÷åñêóþ âèçóàëèçàöèþ êàðòû ðåøåíèé, ðÿäà èëè
ìàòðèöû äâóìåðíûõ ñå÷åíèé è ò.ä. Âîïðîñ ñîñòîèò òîëüêî â òîì, çà ñêîëü-
êèìè ñå÷åíèÿìè è ðèñóíêàìè ñïîñîáåí îäíîâðåìåííî ñëåäèòü ïîëüçîâàòåëü.

Íàïðàøèâàåòñÿ ñðàâíåíèå äèíàìè÷åñêîé âèçóàëèçàöèè ñ âèäåîìàãíèòî-
ôîíîì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî èññëåäîâàòåëü ïðîñìàòðèâàåò çàðàíåå ñíÿòûé
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ôèëüì îá èçó÷àåìîì ìíîæåñòâå, âûáèðàÿ ïîïóòíî íàèáîëåå ïîíðàâèâøè-
åñÿ åìó êàäðû. Õîòÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëüçîâàòåëÿ òàêàÿ àíàëîãèÿ âïîëíå
óìåñòíà, ðàññìàòðèâàåìàÿ ìåòîäèêà îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî êàäðû íå îòðèñî-
âàíû çàðàíåå, îíè áûñòðî ðàññ÷èòûâàþòñÿ â ïðîöåññå ïðîñìîòðà íà îñíîâå
çàðàíåå ïðîâåäåííîé ïðåäîáðàáîòêè � àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà â âèäå
(15.1). Áëàãîäàðÿ ýòîìó, ïîëüçîâàòåëü èìååò ñâîáîäíûé äîñòóï ê èíôîðìà-
öèè: â ëþáîé ìîìåíò îí ìîæåò ïåðåêëþ÷èòüñÿ ñ êàêîãî-ëèáî îïðåäåëåííîãî
�ôèëüìà� (ñêàæåì, î äèíàìèêå äàííîãî äâóìåðíîãî ñå÷åíèÿ ïðè èçìåíåíèè
íåêîòîðîãî òðåòüåãî êðèòåðèÿ) íà èçó÷åíèå ñâÿçåé äðóãèõ ïåðåìåííûõ, ò.å.
íà äðóãîé �ôèëüì�. Áîëåå òîãî, åìó îêàçûâàåòñÿ ëåãêî äîñòóïåí ëþáîé ïî-
òåíöèàëüíî âîçìîæíûé (âèðòóàëüíûé) �ôèëüì�, êîòîðûé ìîæåò áûòü ðåà-
ëèçîâàí áëàãîäàðÿ çàðàíåå ïîñòðîåííîé àïïðîêñèìàöèè ÎÝÏ.

Åñëè ÷èñëî êðèòåðèåâ áîëüøå ïÿòè, òî èñïîëüçîâàíèå ïðîêðóòîê ïîç-
âîëÿåò îñóùåñòâèòü äèíàìè÷åñêóþ âèçóàëèçàöèþ êàðòû ðåøåíèé, ðàñïîëî-
æèâ íà ïðîêðóòêàõ âñå êðèòåðèè, êðîìå êîîðäèíàòíûõ è öâåòîâîãî. Ìîæíî
òàêæå îñóùåñòâèòü äèíàìè÷åñêóþ âèçóàëèçàöèþ ìàòðèöû êàðò ðåøåíèé.
Äëÿ ýòîãî âûäåëÿþò ïÿòü êðèòåðèåâ, çàäàþùèõ ìàòðèöó êàðò ðåøåíèé, à
îñòàëüíûå ðàñïîëàãàþò íà ïðîêðóòêàõ è èñïîëüçóþò âîçìîæíîñòè àíèìà-
öèè ñ ïîìîùüþ ïðîêðóòîê.

15.4. Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ íåñòðóêòóðèçîâàííîé
ïðîöåäóðû âèçóàëèçàöèè ãðàíèöû Ïàðåòî

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèå ðàññìàòðèâàåìûõ ìå-
òîäîâ âèçóàëèçàöèè ãðàíèöû Ïàðåòî â ðàìêàõ ñèñòåìû ïîääåðæêè ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèé è ïåðåãîâîðîâ, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ ïîèñêà ýôôåêòèâíûõ
ñòðàòåãèé óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà âîäû â áàññåéíå ðåêè Îêà1). Âèçóàëèçàöèÿ
ãðàíèöû Ïàðåòî ïîçâîëÿåò ñïåöèàëèñòàì îñóùåñòâèòü öåëîñòíûé àíàëèç
ïðîáëåìû êà÷åñòâà âîäû â ðåêå è óêàçàòü íà ãðàíèöå Ïàðåòî öåëè (ïðåä-
ïî÷òèòåëüíûå ñî÷åòàíèÿ çíà÷åíèé êðèòåðèåâ), ÿâëÿþùèåñÿ äîñòèæèìûìè
è íåäîìèíèðóåìûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîîòíîøåíèé èñïîëüçóåìîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëè. Íà îñíîâå âûáðàííîé öåëè àâòîìàòè÷åñêè ôîðìèðóþòñÿ
ñòðàòåãèè èñïîëüçîâàíèÿ êàïèòàëîâëîæåíèé.

Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà äëÿ áîëüøèíñòâà îáëàñòåé â áàññåéíå Îêè � ýòî çà-
ãðÿçíåíèå íåôòåïðîäóêòàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåäóòñÿ ïåðåãîâîðû ìåæäó
ïðåäñòàâèòåëÿìè Ìèíèñòåðñòâà ïðèðîäíûõ ðåñóðñîâ, à òàêæå Ìîñêîâñêîé
è Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòåé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ â ýêîíîìè÷åñêîì îòíîøåíèè
íàèáîëåå ðàçâèòûìè îáëàñòÿìè áàññåéíà. Ïóñòü èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå
êðèòåðèè âûáîðà ðåøåíèÿ:

1) ìàêñèìàëüíûå êîíöåíòðàöèè íåôòåïðîäóêòîâ â ïðåäåëàõ Ìîñêîâñêîé
îáëàñòè zr45 (èçìåðÿåòñÿ â ÏÄÊ � ïðåäåëüíî äîïóñòèìûõ êîíöåíòðàöèÿõ),

2) ìàêñèìàëüíûå êîíöåíòðàöèè íåôòåïðîäóêòîâ â ïðåäåëàõ Íèæåãîðîä-
ñêîé îáëàñòè zr75 (èçìåðÿåòñÿ â ÏÄÊ),

1)À.Â. Ëîòîâ, Â.À. Áóøåíêîâ, Î.Ë. ×åðíûõ Ñòðóêòóðà è îïûò èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþ-
òåðíîé ñèñòåìû ïîääåðæêè ïîèñêà âîäîõîçÿéñòâåííûõ ñòðàòåãèé // Íàó÷íî-òåõíè÷åñêàÿ
èíôîðìàöèÿ, ñåð. 2. Èíôîðìàöèîííûå ïðîöåññû è ñèñòåìû, �3, 1998.
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3) îáùàÿ ñòîèìîñòü ïðîåêòà F (èçìåðÿåòñÿ â ìèëëèàðäàõ ðóáëåé),
4) çàòðàòû, îñóùåñòâëÿåìûå íà òåððèòîðèè Ìîñêîâñêîé îáëàñòè F4,
5) çàòðàòû, îñóùåñòâëÿåìûå íà òåððèòîðèè Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòè F7.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ âñåõ êðèòåðèåâ
íàäî ìèíèìèçèðîâàòü.

�¨á. 15.1.

Íà ðèñ. 15.1 ïðèâåäåííàÿ ÷åðíî-áåëàÿ êîïèÿ ýêðàíà äëÿ ïÿòè êðèòåðèåâ
(ïîýòîìó íà ýòîé êàðòå ðåøåíèé âìåñòî ðàçëè÷íûõ öâåòîâ èñïîëüçîâàíû
îòòåíêè ñåðîãî). Íà îñÿõ îòëîæåíû êîíöåíòðàöèè íåôòåïðîäóêòîâ â Ìîñ-
êîâñêîé îáëàñòè (zr45, ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè) è â Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòè
(zr75, ïî âåðòèêàëüíîé îñè). Ñâÿçü ìåæäó îòòåíêàìè ñåðîãî è îòîáðàæàåìîé
èìè îáùåé ñòîèìîñòüþ ïðîåêòà äàíà â øêàëå, ðàñïîëîæåííîé ïîä êàðòîé
ðåøåíèé. Êàê âèäíî, ñòîèìîñòü ïðîåêòà ìåíÿåòñÿ îò 0 äî 0.800 ìèëëèàð-
äîâ ðóáëåé ñ øàãîì â 200 ìèëëèîíîâ ðóáëåé. Çàòðàòû, îñóùåñòâëÿåìûå íà
òåððèòîðèè Ìîñêîâñêîé è Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòåé, îãðàíè÷åíû áîëüøè-
ìè âåëè÷èíàìè (ñëàéäåðû ðàñïîëîæåíû â êðàéíåé ïðàâîé ïîçèöèè), òàê
÷òî ýòè îãðàíè÷åíèÿ íà ðèñ. 15.1 íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ íà ôîðìó êàðòû
ðåøåíèé.

Äëÿ áîëåå òî÷íîãî àíàëèçà ãðàíèöû Ïàðåòî óäîáíî èñïîëüçîâàòü êàð-
òû ðåøåíèé, íà êîòîðûõ èçîáðàæåíû òîëüêî ãðàíèöû ñå÷åíèé. Âî âñÿêîì
ñëó÷àå, èíæåíåðû-âîäîõîçÿéñòâåííèêè ïðåäïî÷èòàþò èñïîëüçîâàòü èìåí-
íî òàêîé âàðèàíò êàðòû ðåøåíèé. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è âàðèàíò ñ
èçîáðàæåíèåì ãðàíèö ñå÷åíèé ïðèâåäåí íà ðèñ. 15.2.
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�¨á. 15.2.

Äëÿ óäîáñòâà îðèåíòèðîâàíèÿ íà êàðòå ðåøåíèé, îáðàòèì âíèìàíèå íà
òî, ÷òî çíà÷åíèÿ â ëåâîì íèæíåì óãëó êàðòû äëÿ îáåèõ îáëàñòåé ðàâíû
1 ÏÄÊ, â òî âðåìÿ êàê â ïðàâîì âåðõíåì ýòè çíà÷åíèÿ ðàâíû òåêóùåìó
çàãðÿçíåíèþ, òî åñòü 2.73 ÏÄÊ äëÿ Ìîñêîâñêîé îáëàñòè (ïîêàçàòåëü zr45)
è 1.82 ÏÄÊ äëÿ Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòè (ïîêàçàòåëü zr75). Ñåòêà ñîîòâåò-
ñòâóåò çíà÷åíèÿì 1.0, 1.2, è ò.ä. äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé îñè è 1.0, 1.1, è ò.ä. äëÿ
âåðòèêàëüíîé îñè.

Êàê âèäíî, ôîðìà ýôôåêòèâíîé ãðàíèöû ñèëüíî çàâèñèò îò ñòîèìîñòè
ïðîåêòà. Ðàññìîòðèì ãðàíèöó ñå÷åíèÿ, ñâÿçàííóþ ñ îãðàíè÷åíèåì íà îáùóþ
ñòîèìîñòü ïðîåêòà â 200 ìèëëèîíîâ ðóáëåé (ñàìîå òåìíîå ñå÷åíèå ðèñ. 15.1).
Äëÿ ýòîé ñóììû íåäîìèíèðóåìûå ñî÷åòàíèÿ çàãðÿçíåíèé íåôòåïðîäóêòàìè
â Ìîñêîâñêîé (ïîêàçàòåëü zr45) è Íèæåãîðîäñêîé (ïîêàçàòåëü zr75) îáëà-
ñòÿõ îáðàçóþò ãðàíèöó, ïðè äâèæåíèè âäîëü êîòîðîé çíà÷åíèÿ ýòèõ âåëè-
÷èí ìåíÿþòñÿ. Çàãðÿçíåíèå â Ìîñêîâñêîé îáëàñòè ìîæåò áûòü èçìåíåíî îò
ìàêñèìàëüíîãî (òåêóùåãî) â 2.73 ÏÄÊ äî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî ïðè ýòèõ
çàòðàòàõ, êîòîðîå ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 1.75 ÏÄÊ. Åñëè âûáðàòü ìèíèìàëü-
íî âîçìîæíîå (ïðè äàííûõ çàòðàòàõ) çàãðÿçíåíèå â Ìîñêîâñêîé îáëàñòè,
ðàâíîå 1.75 ÏÄÊ, òî çàãðÿçíåíèå â Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòè íå ìîæåò áûòü
ìåíåå ÷åì 1.7 ÏÄÊ. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå 200 ìèëëèîíîâ ðóáëåé
â èíòåðåñàõ Ìîñêâû ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî çàãðÿçíåíèå â Íèæåãî-
ðîäñêîé îáëàñòè ïîïóòíî óïàäåò ñ ìàêñèìàëüíîãî â ïðèìåðíî 1.8 ÏÄÊ äî
ïðèìåðíî 1.7 ÏÄÊ, íî íå äî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî ïðè òàêèõ çàòðàòàõ
â 1.3 ÏÄÊ. Íà êàðòå ðåøåíèé ÿñíî âèäíû íå òîëüêî ìèíèìàëüíûå çíà÷å-
íèÿ êðèòåðèåâ, íî è âñÿ íåäîìèíèðóåìàÿ ãðàíèöà äëÿ âåëè÷èí çàãðÿçíåíèÿ
íåôòåïðîäóêòàìè â Ìîñêîâñêîé è Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòÿõ ïðè ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ñóììàðíûõ çàòðàòàõ íå áîëåå 200 ìèëëèîíîâ ðóáëåé. ×àñòî òà-
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êóþ ãðàíèöó íàçûâàþò êðèâîé ýôôåêòèâíîãî çàìåùåíèÿ (e�cient tradeo�
curve), ïîñêîëüêó îíà ïîêàçûâàåò, êàê óìåíüøåíèå çíà÷åíèÿ îäíîãî èç êðè-
òåðèåâ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ çíà÷åíèÿ äðóãîãî äëÿ ïàðåòî-ýôôåêòèâíûõ
ðåøåíèé.

Íåäîìèíèðóåìàÿ ãðàíèöà äëÿ ñå÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî 400 ìèëëèî-
íàì ðóáëåé, èçîáðàæåíà áîëåå ñâåòëîé ëèíèåé. Êàê âèäíî, ýòà ñóììà ïîç-
âîëÿåò ïðàêòè÷åñêè ðåøèòü ïðîáëåìó çàãðÿçíåíèÿ íåôòåïðîäóêòàìè äëÿ
Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòè (äî 1.05 ÏÄÊ), åñëè, êîíå÷íî, êàïèòàëîâëîæåíèÿ
áóäóò äåëàòüñÿ â åå èíòåðåñàõ. Â òî æå âðåìÿ, ìèíèìàëüíîå çàãðÿçíåíèå
äëÿ Ìîñêîâñêîé îáëàñòè ïðè ýòèõ çàòðàòàõ (1.6 ÏÄÊ) äîñòèãàåòñÿ ïðè çíà-
÷èòåëüíîé âåëè÷èíå çàãðÿçíåíèÿ â Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòè (1.7 ÏÄÊ). Ê
ñ÷àñòüþ äëÿ íèæåãîðîäöåâ, êðèâàÿ çàìåùåíèÿ ìåæäó êðèòåðèÿìè êðóòà
â îáëàñòè ìèíèìàëüíîãî çàãðÿçíåíèå äëÿ Ìîñêîâñêîé îáëàñòè (óâåëè÷åíèå
çàãðÿçíåíèÿ â Ìîñêîâñêîé îáëàñòè íà 0.2 ÏÄÊ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ
â çàãðÿçíåíèÿ â Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòè íà 0.65 ÏÄÊ) � ñðàâíèòå òî÷-
êó ñ êîîðäèíàòàìè (zr45 = 1.6, zr75 = 1.7) ñ òî÷êîé èçëîìà (zr45 = 1.8,
zr75 = 1.05). Â ñâÿçè ñ ýòèì, íèæåãîðîäöû ìîãóò íàäåÿòüñÿ íàñòîÿòü íà
âûáîðå íà ýòîé êðèâîé çîíû èçëîìà, õàðàêòåðèçóåìîé ìàëûì çàãðÿçíåíèåì
â Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòè, çà ñ÷åò óñòóïîê Ìîñêâå ïî êàêèì-ëèáî äðóãèì
âîïðîñàì.

Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ñóììàðíûõ çàòðàò íà ïðîåêò äàåò çíà÷èòåëü-
íî ìåíüøèé ýôôåêò � ñëåäóþùàÿ êðèâàÿ çàìåùåíèÿ (áåëûé öâåò íà ðèñ.
15.1 âìåñòî æåëòîãî íà öâåòíîé êàðòå ðåøåíèé) îòñòîèò îò ïðåäûäóùåé
âñåãî ïðèìåðíî íà 0.1-0.2 ÏÄÊ. Ìîæíî ðàññìîòðåòü è áîëåå òî÷íûå êàð-
òû ðåøåíèé, óìåíüøèâ äèàïàçîí ðàññìàòðèâàåìûõ âåëè÷èí. Ìîæíî îöå-
íèòü âëèÿíèå îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà çàòðàòû, îñóùåñòâëÿåìûå
íà òåððèòîðèè Ìîñêîâñêîé èëè Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòåé, ðàññìîòðåâ ìàò-
ðèöó êàðò ðåøåíèé èëè ïðèìåíèâ êîìïüþòåðíóþ àíèìàöèþ. Ìîæíî òàêæå
âûáðàòü äðóãèå êîîðäèíàòíûå êðèòåðèè è ðàññìîòðåòü ïðîáëåìó ñ èíîé
òî÷êè çðåíèÿ.

Âñåñòîðîííå îçíàêîìèâøèñü ñ ñîñòîÿíèåì ïðîáëåìû, ïîëüçîâàòåëü (ËÏÐ)
ìîæåò óêàçàòü ïðåäïî÷òèòåëüíîå ñî÷åòàíèå çíà÷åíèé äâóõ êðèòåðèåâ (û, v̂)
ïðÿìî íà ïðåäïî÷òèòåëüíîé íåäîìèíèðóåìîé ãðàíèöå îäíîé èç ïîäõîäÿùèõ
êàðò ðåøåíèé. Êîìïüþòåð ðàññìàòðèâàåò âåêòîð (û, v̂, ŵ) â êà÷åñòâå öåëåâîé
òî÷êè, ïîñëå ÷åãî íàõîäèò ïî íåé ïàðåòî-ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû,
ïðèâîäÿùåå ê çíà÷åíèÿì êðèòåðèåâ, áëèçêèõ ê (û, v̂, ŵ). Ïîñêîëüêó öåëå-
âàÿ òî÷êà (û, v̂, ŵ) ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìîé, òàêîé ìåòîä âûáîð öåëåâîé òî÷êè
ïîëó÷èë íàçâàíèå ìåòîäà äîñòèæèìûõ öåëåé.

Èòàê, ïðè âèçóàëèçàöèè ïàðåòîâîé ãðàíèöû ïîëüçîâàòåëü èìåë ïîëíóþ
ñâîáîäó âûáîðà äâóìåðíûõ ñå÷åíèé ÎÝÏ, êàðò ðåøåíèé, èõ ìàòðèö è äðó-
ãèõ ñðåäñòâ âèçóàëèçàöèè. Äàëåå îïèñûâàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä ê âèçóàëèçà-
öèè ïàðåòîâîé ãðàíèöû, â êîòîðîì ïîëüçîâàòåëü ïîëó÷àåò òîëüêî ïðîñòûå
âîïðîñû î ñðàâíåíèè àëüòåðíàòèâ è íàïðàâëÿåòñÿ êîìïüþòåðîì ïðè ïîèñêå
íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé äîñòèæèìîé öåëè íà ïàðåòîâñêîé ãðàíèöå.
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15.5. Ñòðóêòóðèçîâàííàÿ ïðîöåäóðà âèçóàëèçàöèè
ãðàíèöû Ïàðåòî

Ñòðóêòóðèçîâàííàÿ ïðîöåäóðà âèçóàëèçàöèè ãðàíèöû Ïàðåòî, ïîëó÷èâ-
øàÿ íàçâàíèå ìåòîäà Pareto Step (�Øàã ïî ãðàíèöå Ïàðåòî�), ïðåäíàçíà÷åíà
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè â ñëó÷àå âûïóêëîé
ÎÝÏ ìíîæåñòâà äîñòèæèìûõ êpèòåpèàëüíûõ âåêòîðîâ. Äëÿ òàêèõ çàäà÷
ÌÊÎ âîçìîæíà ïðåäâàðèòåëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ÎÝÏ ìíîãîãðàííèêàìè,
÷òî è èñïîëüçóåòñÿ â äàííîì ìåòîäå � áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÎÝÏ àïïpîêñè-
ìèpîâàíà ìíîãîãðàííûì ìíîæåñòâîì, çàäàííûì ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðà-
âåíñòâ (15.1).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà âàðèàíò ìåòîäà, îñíîâàííûé íà èçîáðàæåíèè åäèí-
ñòâåííîãî äâóõêðèòåðèàëüíîãî ñå÷åíèÿ. Ìåòîä Pareto Step, â îòëè÷èå îò
íåñòðóêòóðèçîâàííîé ïðîöåäóðû, îïèñàííîé â ðàíåå, ñîñòîèò èç çàðàíåå
ñôîðìóëèðîâàííûõ èòåðàöèé, â êîòîðûõ îïðåäåëåíû äåéñòâèÿ ËÏÐ è êîì-
ïüþòåðà. Ïåðåä (k + 1)-é èòåðàöèåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû áûë çàäàí òåêóùèé
âåêòîð y(k) ∈ P (Y ).

(k+1)-ÿ èòåðàöèÿ

øàã 1. ËÏÐ ïîëó÷àåò (â âèäå ñòðîêè èëè íà äèàãðàììå) òåêóùèé íåäîìè-
íèðóåìûé âåêòîð

y(k) = (y
(k)
1 , ..., y

(k)
i , ..., y

(k)
j , ..., y(k)

m )

è óêàçûâàåò êðèòåðèé, çíà÷åíèå êîòîðîãî îí õî÷åò óâåëè÷èòü â ïåðâóþ
î÷åðåäü, à òàêæå êðèòåðèé, êîòîðûì îí ãîòîâ ïîæåðòâîâàòü. Ïóñòü ýòî
êðèòåðèè yi è yj ñîîòâåòñòâåííî.

�¨á. 15.3.
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øàã 2. ËÏÐ ïîëó÷àåò íà ýêðàíå êîìïüþòåðà ñå÷åíèå ÎÝÏ â êîîðäèíàòàõ
yi è yj , ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó y

(k). Íà ïàðåòîâîé ãðàíèöå Ïàðåòî

ýòîãî ñå÷åíèÿ âûñâå÷èâàåòñÿ òåêóùàÿ òî÷êà (y
(k)
i , y

(k)
j ) (ñì. 15.3). ËÏÐ

ïðåäëàãàåòñÿ óêàçàòü íà ãðàíèöå Ïàðåòî áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ yi è yj , êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç y+

l , l = i, j. Â ðåçóëüòàòå îñó-
ùåñòâëåíèÿ ýòîé îïåðàöèè îêàçûâàåòñÿ çàäàíà íîâàÿ êðèòåðèàëüíàÿ
òî÷êà

ỹ
(k+1)
l =

{
y

(k)
l , l 6= i, j

y+
l , l = i, j

.

øàã 3. Ïî óêàçàííîé òî÷êå ỹ(k+1) íàõîäèòñÿ íåäîìèíèðóåìàÿ òî÷êà y(k+1) >
ỹ(k+1), íà ÷åì èòåðàöèÿ çàâåðøàåòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî øàã 3 íåîáõîäèì èç-çà òîãî, ÷òî ËÏÐ óêàçûâàåò òî÷êó íà
àïïðîêñèìàöèè ãðàíèöû, òàê ÷òî ýòà òî÷êà ìîæåò íå ëåæàòü íà òî÷íîé
ãðàíèöå Ïàðåòî.

Ýòîò ìåòîä äîñòàòî÷íî ïðîñò äëÿ ÷åëîâåêà, êîòîðûé äîëæåí îòâå÷àòü íà
ïðîñòûå âîïðîñû è âûáèðàòü íîâóþ òî÷êó, èçìåíÿÿ çíà÷åíèÿ òîëüêî äâóõ
êðèòåðèåâ. ßñíî, ÷òî ËÏÐ èìååò ïðàâî íà îøèáêó. Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü
ìåòîäà ïðè ïðàâèëüíîì ïîâåäåíèè ËÏÐ è ãëàäêîñòè ïàðåòîâîé ãðàíèöû.
Íåäîñòàòêîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ åãî ìåäëåííàÿ ñõîäèìîñòü.

Äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðåäëàãàåòñÿ åãî íåìíîãî óñëîæíèòü
� èçîáðàæàòü íà êàðòèíêå íå îäíî ñå÷åíèå, à íåñêîëüêî, ò.å. êàðòó ðåøåíèé.
Ïðè ýòîì íà êàðòå ðåøåíèé èçîáðàæàåòñÿ íåñêîëüêî äâóìåðíûõ ñå÷åíèé,
îòëè÷àþùèõñÿ çíà÷åíèåì êàêîãî-ëèáî òðåòüåãî êðèòåðèÿ, ñêàæåì, ys. Òîãäà
(k + 1)-ÿ èòåðàöèÿ ìåòîäà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

øàã 1. ËÏÐ ïîëó÷àåò òåêóùèé íåäîìèíèðóåìûé âåêòîp

y(k) = (y
(k)
1 , ..., y

(k)
i , ..., y

(k)
j , ..., y(k)

m )

è âûáèpàåò òðè êpèòåpèÿ, çíà÷åíèÿ êîòîpûõ îí õî÷åò èçìåíèòü. Ïóñòü
ýòî yi, yj , ys.

øàã 2. ËÏÐ ïîëó÷àåò íà ýêpàíå êîìïüþòåpà êàðòó ðåøåíèé, ïðè÷åì êðèòå-
ðèè yi, yj ðàñïîëîæåíû íà îñÿõ, à çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ ys çàäàþò ñå÷å-
íèÿ ÎÝÏ (ñì. 15.4). Êðîìå íåïîäâèæíûõ ñå÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
çàäàííûì çíà÷åíèÿì ys, èçîáðàæàåòñÿ ïîäâèæíàÿ ãðàíèöà, ïîëîæåíèå
êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ys, óêàçàííûì íà ïðîêðóòêå. Òåêó-
ùàÿ òî÷êà âûñâå÷èâàåòñÿ íà ãðàíèöå ïîäâèæíîãî ñå÷åíèÿ. ËÏÐ ïðåä-
ëàãàåòñÿ ïåðåäâèíóòü ãðàíèöó â æåëàåìîå ïîëîæåíèå è âûáðàòü òî÷êó
y+
l , l = i, l, s, íà íåé. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîëó÷àåòñÿ íîâàÿ òî÷êà:

ỹ
(k+1)
l =

{
y

(k)
l , l 6= i, j, s

y+
l , l = i, l, s

.

øàã 3. Ïî ýòîé òî÷êå íàõîäèòñÿ íåäîìèíèðóåìàÿ òî÷êà y(k+1) > ỹ(k+1).
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Ýòîò ìåòîä ñõîäèòñÿ áûñòðåå, ÷åì ìåòîä ñ åäèíñòâåííûì ñå÷åíèåì, îäíà-
êî ñõîäèìîñòü â ñëó÷àå ïÿòè-ñåìè êðèòåðèåâ âñå æå íåäîñòàòî÷íî áûñòðàÿ.
Çàìåòèì, ÷òî îïèñàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ìåòîäà STEM (â ìîäè-
ôèêàöèè Ëàóêñà).

�¨á. 15.4.

15.6. Âèçóàëèçàöèÿ ÎÝÏ â íåâûïóêëîì ñëó÷àå

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î âèçóàëèçàöèè àïïðîêñèìàöèè ÎÝÏ â íåâû-
ïóêëîì ñëó÷àå, êîòîðàÿ, êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ñòðî-
èòñÿ â âèäå ñîâîêóïíîñòè êîíóñîâ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ, áëèçêèõ ê ãðàíè-
öå Ïàðåòî. Âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ÎÝÏ â çàäà÷å ìíîãîêðèòåðèàëüíîé
ìàêñèìèçàöèè èìååò âèä

T ∗ = ∪{y + (−Rm+ ) : y ∈ T}.

Äâóìåðíîå ñå÷åíèå îäíîãî êîíóñà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíî, à çàòåì âñå
ñå÷åíèÿ èçîáðàæàþòñÿ îäíîâðåìåííî íà ýêðàíå êîìïüþòåðà îäíèì öâåòîì.
Â ðåçóëüòàòå ïîëüçîâàòåëü ïîëó÷àåò äâóìåðíîå ñå÷åíèå îáúåäèíåíèÿ êîíó-
ñîâ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàðòû ðåøåíèé, êàê è â âûïóêëîì ñëó÷àå, äâóìåðíûå
ñå÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì òðåòüåãî êðèòåðèÿ, îêðà-
øèâàþòñÿ â ðàçëè÷íûå öâåòà è íàêëàäûâàþòñÿ îäíî íà äðóãîå. Êàê è â âû-
ïóêëîì ñëó÷àå, ðÿäîì ñ êàðòîé ðåøåíèé èçîáðàæàåòñÿ øêàëà ñîîòâåòñòâèÿ
öâåòà è çíà÷åíèÿ òðåòüåãî êðèòåðèÿ. Â îòëè÷èå îò âûïóêëîãî ñëó÷àÿ, ïðè
âèçóàëèçàöèè ÎÝÏ îáû÷íî èçîáðàæàþòñÿ �òîëñòûå ñå÷åíèÿ�, ïðåäñòàâëÿ-
þùèå ñîáîé îáúåäèíåíèÿ ñå÷åíèé äëÿ íåáîëüøîãî äèàïàçîíà çíà÷åíèé, òàê
÷òî â øêàëå óêàçûâàþòñÿ ãðàíèöû äèàïàçîíîâ çíà÷åíèé òðåòüåãî ñå÷åíèÿ.

Íà ðèñ. 15.5 èçîáðàæåíà ÷åðíî-áåëàÿ êîïèÿ öâåòíîãî ýêðàíà, äåìîíñòðè-
ðóþùåãî ãðàíèöó Ïàðåòî â ïÿòèêðèòåðèàëüíîé çàäà÷å ÌÊÎ. Ïîä êàðòîé
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ðåøåíèé íà ýêðàíå êîìïüþòåðà èçîáðàæåíû ïðîêðóòêè, ïîçâîëÿþùèå ñ ïî-
ìîùüþ ñëàéäåðîâ ìåíÿòü äèàïàçîíû çíà÷åíèé ÷åòâåðòîãî è ïÿòîãî êðèòå-
ðèåâ.

�¨á. 15.5.

Êàê âèäíî íà ðèñóíêå, ïðè áîëüøîì ÷èñëå òî÷åê ìîæíî óâèäåòü êðèòå-
ðèàëüíûå çàìåùåíèÿ è äàæå íîðìó êðèòåðèàëüíîãî çàìåùåíèÿ â òåõ òî÷êàõ
ãðàíèöû Ïàðåòî, ãäå îíà áëèçêà ê ãëàäêîé. Êàê è â âûïóêëîì ñëó÷àå, ËÏÐ
èìååò âîçìîæíîñòü óêàçàòü ïðåäïî÷òèòåëüíóþ öåëåâóþ òî÷êó. Ïîñëå ýòî-
ãî êîìïüþòåð íàõîäèò äîìèíèðóþùóþ åå òî÷êó â ñïèñêå êðèòåðèàëüíûõ
òî÷åê è ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå.

Íà ðèñ. 15.6 ïðèâåäåíà ÷åðíî-áåëàÿ êîïèÿ ýêðàíà â ïðèêëàäíîé ÷åòû-
ðåõêðèòåðèàëüíîé çàäà÷å, ñâÿçàííîé ñ îïòèìèçàöèåé îõëàæäåíèÿ ñòàëè â
ïðîöåññå åå íåïðåðûâíîé ðàçëèâêè2). Â ýòîé çàäà÷å òðåáîâàëîñü óìåíüøàòü
çíà÷åíèÿ âñåõ êðèòåðèåâ. Êàê âèäíî íà ðèñóíêå, ìàëûì çíà÷åíèÿì òðåòüåãî
êðèòåðèÿ (îò 0 äî 0.01) ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòü, íå âêëþ÷àþùàÿ ìàëûå çíà-
÷åíèÿ ïî äðóãèì ïîêàçàòåëÿì (çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå êðèòåðèÿ, ðàñïîëî-
æåííîãî íà ïðîêðóòêå, âûáðàíî ðàâíûì íóëþ). Òàêèì îáðàçîì, èäåàëüíàÿ
òî÷êà, ðàâíàÿ â ýòîé çàäà÷å íóëþ ïî âñåì êðèòåðèÿì, íå äîñòèæèìà. Âèäíî,
÷òî ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ òðåòüåãî êðèòåðèÿ ïîÿâëÿþòñÿ íåáîëüøèå äî-
ïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèé êðèòåðèåâ, îòëîæåííûõ
íà îñÿõ. Ýòî, îäíàêî, íå ïîçâîëÿåò íàéòè êðèòåðèàëüíóþ òî÷êó ñ íóëåâûì
çíà÷åíèåì îäíîâðåìåííî äëÿ äâóõ êðèòåðèåâ, îòëîæåííûõ íà îñÿõ. Íà êàð-
òå ðåøåíèé ÿñíî âèäíû çàìåùåíèÿ ìåæäó êðèòåðèÿìè, êîòîðûå â äàííîì
ñëó÷àå èìåþò ñîâñåì íå ïðîñòîé âèä.

2)A.Lotov, V. Berezkin, G. Kamenev, K. Miettinen. Optimal Control of Cooling Process in
Continuous Casting of Steel Using a Visualization-Based Multi-Criteria Approach // Applied
Mathematical Modelling, 29(7), 2005, 653-672.
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15.7. Âèçóàëèçàöèÿ ãðàíèöû Ïàðåòî â ñåòè Èíòåðíåò

Ïðèíöèïèàëüíî âàæíî, ÷òî âèçóàëèçàöèÿ ÎÝÏ ìîæåò áûòü ëåãêî ðåàëè-
çîâàíà â ñåòè Èíòåðíåò. Ïîñêîëüêó ñ àïïðîêñèìàöèåé ÎÝÏ ñâÿçàíî ïðèìåð-
íî 99% çàòðàò âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ è îíà îòäåëåíà îò ðàáîòû ïîëüçî-
âàòåëÿ ïî èçó÷åíèþ íåäîìèíèðóåìîãî ìíîæåñòâà, äèàëîãîâàÿ âèçóàëèçàöèÿ
ÎÝÏ ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ â ñòðóêòóðå �ñåðâåð-êëèåíò�. Àïïðîêñèìàöèÿ ÎÝÏ
ïðè ýòîì ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà íà äîñòàòî÷íî ìîùíîì ñåòåâîì ñåðâåðå,
â òî âðåìÿ êàê âèçóàëèçàöèÿ � íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå ïîëüçîâàòåëÿ
ñðåäñòâàìè ÿçûêà Java ñ èñïîëüçîâàíèåì îáû÷íûõ áðàóçåðîâ ñåòè.

Òàêàÿ ñòðóêòóðà âèçóàëèçàöèè ÎÝÏ áûëà âïåðâûå ðåàëèçîâàíà â äå-
ìîíñòðàöèîííîì ðåñóðñå ñåòè Èíòåðíåò, ïðåäíàçíà÷åííîì äëÿ íåçàâèñèìî-
ãî âûáîðà ðåøåíèÿ â îäíîé óñëîâíîé ýêîëîãè÷åñêîé ïðîáëåìå. ÎÝÏ áû-
ëà àïïðîêñèìèðîâàíà çàðàíåå, ïîñëå çàïðîñà ïîëüçîâàòåëü ïîëó÷àë ïî ñå-
òè àïïðîêñèìàöèþ ýòîãî ìíîæåñòâà è Java-àïïëåò äëÿ åå âèçóàëèçàöèè. Â
ïðîöåññå àíàëèçà ÎÝÏ ïîëüçîâàòåëü ìîã âûáðàòü ïðåäïî÷òèòåëüíóþ öåëå-
âóþ òî÷êó, êîòîðàÿ ïåðåäàâàëàñü íà ñåðâåð. Ðàññ÷èòàííàÿ ñåðâåðîì ñòðà-
òåãèÿ ðåøåíèÿ ýêîëîãè÷åñêîé ïðîáëåìû âîçâðàùàëàñü ïîëüçîâàòåëþ ÷åðåç
íåñêîëüêî ìèíóò, ïðè÷åì âðåìÿ îæèäàíèÿ îïðåäåëÿëîñü èñêëþ÷èòåëüíî êà-
÷åñòâîì ðàáîòû ñåòè. Ýòîò ðåñóðñ, êîòîðûé òàêæå èñïîëüçîâàëñÿ â ëàáîðà-
òîðíûõ ðàáîòàõ, ìîæåò ñëóæèòü ïðîîáðàçîì ñðåäñòâ ñåòè Èíòåðíåò, ïðåä-
íàçíà÷åííûõ äëÿ èíôîðìèðîâàíèÿ íåñïåöèàëèñòîâ î ñòðàòåãèÿõ ðåøåíèÿ
ýêîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì. Ïðèìåíåíèå ñåòåâûõ ñðåäñòâ âèçóàëèçàöèè íåäî-
ìèíèðóåìîãî ìíîæåñòâà äàåò ëþáîìó ÷åëîâåêó, óìåþùåìó õîòÿ áû â ìè-
íèìàëüíîé ñòåïåíè ïîëüçîâàòüñÿ ñðåäñòâàìè ñåòè Èíòåðíåò, âîçìîæíîñòü
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íåçàâèñèìîãî ñîçíàòåëüíîãî âûáîðà ñòðàòåãèè ðåøåíèÿ ýêîëîãè÷åñêîé ïðî-
áëåìû. Òàêàÿ âîçìîæíîñòü ïðåâðàùàåò Èíòåðíåò â âàæíîå ñðåäñòâî îáúåê-
òèâíîãî èíôîðìèðîâàíèÿ ëþäåé, ñòðåìÿùèõñÿ ó÷àñòâîâàòü â ïðîöåññå ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèé.

Âîçìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàíèå âèçóàëèçàöèè ãðàíèöû Ïàðåòî ñ ïîìî-
ùüþ ñðåäñòâ ñåòè Èíòåðíåò äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ôèíàíñîâûõ, ïðîèç-
âîäñòâåííûõ è äðóãèõ ïðîáëåì. Ýòè âîïðîñû, îäíàêî, âûõîäÿò çà ðàìêè
íàøåé êíèãè.
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